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Ââåäåíèå

Ïðè îïèñàíèè àáñòðàêòíûõ òèïîâ äàííûõ èçâåñòíîé êîíñòðóêöèåé ÿâëÿ-
åòñÿ îïèñàíèå ñ ïîìîùüþ êâàçèòîæäåñòâ. Ïðè ýòîì, ñàì òèï äàííûõ ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå íåêîòîðîé ñâîáîäíîé ñèñòåìû êâàçèìíîãîîáðàçèÿ, ïîðîæä�åííîãî
ýòèìè êâàçèòîæäåñòâàìè. Ýëåìåíòû ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè òèïà
äàííûõ. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî òðåáîâàòü îò òèïà äàííûõ, ÷òîáû îí ïðèíèìàë
êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, ñòîèò ïðîáëåìà: îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè àë-
ãîðèòì îïðåäåëÿþùèé ïî êîíå÷íîé ñèñòåìå ∆ êâàçèòîæäåñòâ êîíå÷íîñòü
ñâîáîäíîé ñèñòåìû F ôàêòîðèçîâàííîé ïî îòíîøåíèþ ∼∆ (ñîâîêóïíîñòü êâà-
çèòîæäåñòâ èíäóöèðóåò íà ñâîáîäíîé ñèñòåìå îòíîøåíèå êîíãðóýíòíîñòè).

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ êîíå÷íîñòè ñâîáîäíûõ ñèñòåì êâà-
çèìíîãîîáðàçèÿ â ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ôóíêöèîíàëüíîé ñèãíàòóðå. Ðàáîòà
ñîäåðæàò ÷åòûðå ÷àñòè:

• îñíîâíûå ïîíÿòèÿ;
• ñèãíàòóðà ñ îäíîé óíàðíîé îïåðàöèåé;
• íåñêîëüêî óíàðíûõ îïåðàöèé;
• îäíà áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ, îáùèé ñëó÷àé.
Âî âòîðîé ÷àñòè óêàçàí àëãîðèòì, ðàñïîçíàþùèé êîíå÷íîñòü. Â òðåòüåé

÷àñòè ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî íåñóùåñòâîâàíèÿ îáùåãî àëãîðèòìà (íà îñíîâå
òåîðåìû Àäÿíà-Ðàáèíà [1]). Â ÷åòâ�åðòîé ÷àñòè ðàáîòû ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà
â ñèãíàòóðå ïðèñóòñòâóåò äâå êîíñòàíòû è îäíà áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ; íåðàñïî-
çíàâàåìîñòü êîíå÷íîñòè ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòà Â.Þ.Ïîïîâà [8]. À òàêæå ðàñ-
ñìîòðåí ñëó÷àé êîíå÷íîé ñèãíàòóðû â êîòîðîé ïðèñóòñòâóåò ëèáî íåñêîëüêî
óíàðíûõ îïåðàöèé, ëèáî îäíà (n + 2)-àðíàÿ îïåðàöèÿ ñ äâóìÿ êîíñòàíòàìè è
ïîêàçàíà íåðàñïîçíàâàåìîñòü êîíå÷íîñòè. Â ðàáîòå íå ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà
â ñèãíàòóðå íå áîëåå îäíîé êîíñòàíòû è îäíà (n + 2)-àðíàÿ îïåðàöèÿ.
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1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Èñõîäÿ èç ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïîíàäîáèòñÿ íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ôîðìóëû âèäà:

(∀x̄)(a1(x̄)&a2(x̄)& . . . &am(x̄)),

(∀x̄)((a1(x̄)&a2(x̄)& . . . &am(x̄)) → a0(x̄)),

ãäå ai - àòîìàðíûå ôîðìóëû îò ïåðåìåííûõ {x1, . . . , xn} (ïåðåìåííûå ìîãóò
âõîäèòü ôèêòèâíî), íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî òîæäåñòâàìè è êâàçèòîæäå-
ñòâàìè. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèãíàòóðó òîëüêî ñ ôóíêöèîíàëüíûìè ñèì-
âîëàìè, ïîýòîìó âñå àòîìàðíûå ôîðìóëû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàâåíñòâî òåð-
ìîâ:

f(x1, . . . , xn) = g(y1, . . . , yk).

Ñîâîêóïíîñòü êâàçèòîæäåñòâ ∆ ïîðîæäàåò êâàçèìíîãîîáðàçèå K∆ (êëàññ
àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, íà êîòîðûõ èñòèííû ôîðìóëû èç ∆).

Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ïîíÿòèÿ íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ è ñâîáîä-
íûõ ñèñòåì [5, ãë. V, �12.2].

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü çàäàíû àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà F è êâàçèìíîãîîáðà-
çèå K íåêîòîðîé ñèãíàòóðû Σ. Íåïóñòàÿ ñîâîêóïíîñòü S êàêèõ-òî ýëåìåíòîâ èç
F íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìîé â F îòíîñèòåëüíî êëàññà K (K-íåçàâèñèìîé), åñëè
ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå S â ëþáóþ K-ñèñòåìó M ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî
äî ãîìîìîðôèçìà S̄ â M, ãäå S̄ - ïîäñèñòåìà, ïîðîæä�åííàÿ ýëåìåíòàìè S, â F.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà F íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé îòíîñèòåëüíî êëàññà K,
åñëè â F ñóùåñòâóåò ñîâîêóïíîñòü S ýëåìåíòîâ, K-íåçàâèñèìàÿ è ïîðîæäàþ-
ùàÿ ñèñòåìó F. Ñîâîêóïíîñòü S, îáëàäàþùàÿ ýòèìè ñâîéñòâàìè, íàçûâàåòñÿ
K-ñâîáîäíûì áàçèñîì ñèñòåìû F.

Ñèñòåìà F íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé ñèñòåìîé ðàíãà n â êëàññå K (ñèìâîëè-
÷åñêè F = Fn), åñëè F ∈ K è â F ñóùåñòâóåò K-ñâîáîäíûé áàçèñ ìîùíîñòè
n.

Âàæíî, ÷òî ëþáàÿ K-ñèñòåìà ñ ïîðîæäàþùåé ñîâîêóïíîñòüþ ìîùíîñòè
n ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ñâîáîäíîé ñèñòåìû Fn [5, ñòð. 316]. Èìåííî
ïîýòîìó ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì íå ïðîèçâîëüíóþ
ñèñòåìó èç K, à òîëüêî ñâîáîäíóþ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ðàíãà.
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2. Ðåøåíèå ïðîáëåìû â ñëó÷àå îäíîé óíàðíîé îïåðàöèè

Ïóñòü çàäàíà ñèãíàòóðà Σ = {f 1} (âåðõíèé èíäåêñ îçíà÷àåò ìåñòíîñòü
îïåðàöèè). Êâàçèòîæäåñòâî èìååò âèä:

(∀x̄)(
s

&
t=1

fkt(xit) = f lt(xjt)) → fk0(xi0) = f l0(xj0),(2.1)

ãäå x̄ = (x1, x2, . . . , xn); 1 6 it, jt 6 n; kt, lt > 0 è f 0(x) = x. K-ñâîáîäíàÿ
ñèñòåìà F (ξ1, . . . , ξn) ñ ïîðîæäàþùèìè {ξ1, . . . , ξn} áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

F (ξ1, . . . , ξn) = {ξ1, f(ξ1), f
2(ξ1), . . . ,

ξ2, f(ξ2), f
2(ξ2), . . . ,

. . .

ξn, f(ξn), f
2(ξn), . . .}

Ïîêàæåì ýòî. Âîçüì�åì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó M ∈ K. Îòîáðàçèì ýëåìåíòû

ξi
σ7→ ai (i = 1, . . . , n),

ãäå ai ∈ M. Ïðîäîëæèì îòîáðàæåíèå σ äî ãîìîìîðôèçìà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σfk(ξi) = fk(ai) (k = 1, 2, . . .)

(óñëîâèå ãîìîìîðôèçìà f(σζ) = σf(ζ), î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ).
Òåïåðü ðàññìîòðèì K-ñâîáîäíóþ ñèñòåìó ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ðàíãà

n. Ôàêòè÷åñêè, ýòî ñèñòåìà Fn := F (ξ1, . . . , ξn)/ ∼∆, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ñëåäó-
þùåé ôàêòîðèçàöèåé: îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼∆ � ýòî ðàâåíñòâà òåðìîâ,
îáúÿâëåííûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ êâàçèòîæäåñòâ (ïðè êîíêðåòíûõ ïîäñòàíîâêàõ
âûðàæåíèé fk(ξi) âìåñòî ïåðåìåííûõ). ßñíî, ÷òî ýòî îòíîøåíèå áóäåò êîíãðó-
ýíöèåé (ïîñêîëüêó îïðåäåëÿåò ðàâåíñòâî â ñèñòåìå, à îáðàçû ðàâíûõ ýëåìåíòîâ
ðàâíû). Ïîñòðîåíèåì ãîìîìîðôèçìà, àíàëîãè÷íîãî ïîñòðîåííîìó âûøå, ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà Fn ñâîáîäíà.

Äàëåå, ïîêàæåì, ÷òî äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü êîíå÷íîñòü ñèñòåìû F1 =

F (ξ)/ ∼∆.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. F1 - êîíå÷íà ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n Fn - êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇐) î÷åâèäíî (áåðåì n = 1).
(⇒) Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ

σi : ξ 7→ ξi (i = 1 . . . n).
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Êàæäîå σi ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ãîìîìîðôèçìà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî l âûïîëíå-
íî f l(ξi) = σif

l(ξ). Êîíå÷íîñòü F1 îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò N òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî l > N íàéä�åòñÿ k < N , ÷òî

f l(ξ) = fk(ξ).

Ñëåäîâàòåëüíî, èõ îáðàçû ïðè ïðîèçâîëüíîì îòîáðàæåíèè fm òîæå ðàâíû. Òî
åñòü {ξi} - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. ¤

Ïðåäëîæåíèå 2.2. F1 êîíå÷íà ⇐⇒ ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå k è l > 0 òà-
êèå, ÷òî F1 ² ∃xfk(x) = fk+l(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü äëÿ ëþáûõ k è l 6= 0 âû-
ïîëíÿåòñÿ:

F1 2 ∃xfk(x) = fk+l(x)

èëè
F1 ² ∀xfk(x) 6= fk+l(x).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ξ 6= f(ξ) 6= f 2(ξ) 6= . . .

Èìååì áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî íåðàâíûõ ýëåìåíòîâ.
(⇐) F1 ² ∃xfk(x) = fk+l(x). Äîïóñòèì x = [fm(ξ)] (îáîçíà÷åíèå êëàññà

ýêâèâàëåíòíîñòè). Òîãäà

fk([fm(ξ)]) = fk+l([fm(ξ)]),

òî åñòü
[fk+m(ξ)] = [fk+l+m(ξ)].

Òåïåðü ïðèìåíÿåì ñëåâà è ñïðàâà f s:

[fk+m+s(ξ) = fk+m+l+s(ξ)].

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò f t(ξ), ãäå t > k + l + m ýêâèâàëåíòåí f p(ξ),
ãäå p = k + m + ((t− (k + m))mod l) < k + l + m ¤

Îïèøåì äàëåå àëãîðèòì α, êîòîðûé áóäåò îïðåäåëÿòü êîíå÷íà ëè F1.

α(∆) =

{
0, åñëè F (ξ)/ ∼∆ êîíå÷íà;
1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

(I) Åñëè â ∆ åñòü òîæäåñòâà âèäà

∀x∀y fk(x) = fk+l(y) (l > 0) (1)

∀x fk(x) = fk+l(x) (l > 0) (2)
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òî α(∆) = 0 (òàê êàê (i) ` ∃xfk(x) = fk+l(x) (i = 1, 2)). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ðàçëè÷íûå òåðìû íå ðàâíû (ñèñòåìà áåñêîíå÷íà), òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó.

(II) Ðàññìîòðèì êâàçèòîæäåñòâî r ∈ ∆, r èìååò âèä (2.1).
(II.à) r ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

(∀x∀y∀z̄)(
s

&
t=1

At(x, y, z̄) → fk(x) = fk+l(y)),

ãäå z̄ = (z1, . . . , zm) - êîðòåæ ýëåìåíòîâ, At(x, y, z̄) = (fkt(xit) = fkt+lt(xjt)),
ïåðåìåííûå xit è xjt âûáðàíû èç {x, y, z1, . . . , zm}. Ïðåîáðàçóåì â ýêâèâàëåíòíûé
âèä:

(∀x∀y)

(
(∃z̄∃v∃w)(

s

&
t=1

At(v, w, z̄)&x = v&y = w)

)
→ fk(x) = fk+l(y)

(II.á) ðàññìîòðèì ïîñûëêó

fk1(xi1) = fk1+l1(xj1) & . . . & fks(xis) = fks+ls(xjs) & (*)

& x = v & y = w

ãäå xit , xjt ∈ {v, w, z1, . . . , zm}.Âûáðàñûâàåì òå ðàâåíñòâà, ãäå xit = xjt è lt = 0

(òðèâèàëüíûå). Ðàçëè÷íûå òåðìû íå ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî

fkt(xit) = fkt+lt(xjt) ⇐⇒ xit = f lt(xjt).

(II.â) (*) ïðåîáðàçóåòñÿ â

xi1 = f l1(xj1) & . . . & xis = f ls(xjs) & x = v & y = w

èëè
A′

1 & . . . & A′
s & x = v & y = w. (**)

(II.â.1) åñëè xis = xjs , òî èä�åì íà (II.â.2), èíà÷å çàìåíÿåì âî âñåõ
âûðàæåíèÿõ A′

t (t = 1 . . . s− 1) âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé xis íà f ls(xjs). Ïîëó÷àåì

(∃z̄, v, w)(xis = f ls(xjs)
s−1

&
t=1

A′
t(v, w, z̄′)) ⇐⇒

(∃z̄′, v, w)(
s−1

&
t=1

A′
t(v, w, z̄′)),

ãäå z̄′ = {z1, . . . , zm}r {xis}. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ââèäó òîãî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå
xis ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ xjs . Òåïåðü s := s − 1. Åñëè s = 0, òî íà ïóíêò
(II.â.3), èíà÷å íà (II.â).

(II.â.2) xis = xjs (ls 6= 0), òîãäà xis 6= f ls(xjs) òàê êàê òåðìû íåðàâíû
è, çíà÷èò, ïîñûëêà íå âûïîëíÿåòñÿ, êâàçèòîæäåñòâî ñòàíîâèòñÿ èñòèííûì äëÿ
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ëþáûõ x è y (òî åñòü îíî íå íàðóøàåò ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ñèñòåìà áåñ-
êîíå÷íà). Ñëåäóþùèì øàãîì ∆ := ∆ r {r}. Åñëè ∆ = ∅, òî α = 1, èíà÷å íà
(II).

(II.â.3) s = 0 è ïðåîáðàçîâàííîå êâàçèòîæäåñòâî èìååò âèä:

(∀x∀y∀z′∀z′′)(x = fp(z′)&y = f q(z′′) → fk(x) = fk+l(y)) (1)

èëè
(∀x∀y∀z)(x = fp(z)&y = f q(z) → fk(x) = fk+l(x)) (2)

ßñíî, ÷òî
(1) ` ∃xfk′(x) = fk′+l′(x)

è α = 0. Âî âòîðîì æå ñëó÷àå, åñëè k + p 6= k + l + q, òî ïîëó÷àåì α = 0, èíà÷å
∆ := ∆r {r}. Ïðîâåðÿåì, åñëè ∆ = ∅, òî α = 1, èíà÷å íà ïóíêò (II).

Çàìå÷àíèå 2.3. Åñëè êâàçèòîæäåñòâî èìååò âèä

∀x∀z̄ s

&
t=0

At(x, z̄) → fk(x) = fk+l(x),

òî åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

∀x∀y∀z̄ s

&
t=0

At(x, z̄)&x = y → fk(x) = fk+l(y)

8



3. Íåðàçðåøèìîñòü äëÿ ñèãíàòóðû ñ íåñêîëüêèìè óíàðíûìè
îïåðàöèÿìè

Ïóñòü Σ = {f 1, g1, . . . , h1}. Ïîêàæåì, ÷òî ïðîáëåìà êîíå÷íîñòè FΣ(ξ)� ∼∆

íåðàçðåøèìà äëÿ ñîâîêóïíîñòè òîæäåñòâ âèäà

(∀x)w1(x) = w2(x) (w1, w2 ∈ Σ∗).

Ïðèâåäåì çäåñü èçâåñòíûé ðåçóëüòàò àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàñïîçíàâàåìî-
ñòè ñâîéñòâà êîíå÷íîñòè êîíå÷íî-îïðåäåë�åííûõ ãðóïï [1].

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïîëóãðóïïîé (àññîöèàòèâíîé ñèñòåìîé) A íàçûâàåòñÿ àë-
ãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈A, ·2〉, â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà àññîöèàòèâíîñòè:

(∀a)(∀b)(∀c) (a · b) · c = a · (b · c)
Ïóñòü çàäàí êîíå÷íûé àëôàâèò S. Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî S∗ âñåõ êîíå÷íûõ ñëîâ
â àëôàâèòå S îáðàçóåò ñâîáîäíóþ ïîëóãðóïïó îòíîñèòåëüíî áèíàðíîé îïåðàöèè
ïðèïèñûâàíèÿ îäíîãî ñëîâà ê äðóãîìó. Ïðè ýòîì, ïóñòîå ñëîâî èãðàåò ðîëü
åäèíèöû è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 1.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî D óïîðÿäî÷åííûõ ïàð
ñëîâ â àëôàâèòå S. Óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó ñëîâ 〈A,B〉 ïðè çàäàíèè ïîëóãðóïïû
áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå ðàâåíñòâà A = B. Ýòè ðàâåíñòâà, íàçûâàåìûå îïðå-
äåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè, îïðåäåëÿþò íà ìíîæåñòâå âñåõ ñëîâ íåêîòîðîå
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ôàêòîðèçàöèÿ ïî êîòîðîìó ïåðåâîäèò ñâîáîä-
íóþ ïîëóãðóïïó S∗ â ïîëóãðóïïó, çàäàííóþ îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè
ìíîæåñòâà D è îáîçíà÷àåìóþ ÷åðåç

A = 〈 S |D 〉.
Îòíîøåíèå ðàâåíñòâà ñëîâ â òàêèì îáðàçîì çàäàííîé ïîëóãðóïïå A îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ëåâûì (ïðàâûì) ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, îòâå÷àþùèì îïðåäåëÿ-
þùåìó ñîîòíîøåíèþ A = B, íàçûâàåòñÿ ëþáîé ïåðåõîä âèäà

UAV → UBV (UBV → UAV )

ãäå U è V - ïðîèçâîëüíûå ñëîâà.
Äâà ñëîâà P è Q â àëôàâèòå S íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè â ïîëóãðóïïå

A (îáîçíà÷àåì ∼D), åñëè ëèáî P P Q (ãðàôè÷åñêè ñîâïàäàþò), ëèáî ñóùåñòâóåò
öåïî÷êà ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà

P P P0 → P1 → . . . → Pk P Q
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(çàïèñûâàåòñÿ P = Q â A).
Î÷åâèäíî, îïðåäåë�åííîå òàêèì îáðàçîì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ñî-

ãëàñîâàíî ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ñëîâ, òî åñòü åñëè P1 = Q1 è P2 = Q2, òî
P1P2 = Q1Q2 è ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíòíîñòüþ.

Ýëåìåíòàìè ïîëóãðóïïû A ÿâëÿþòñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè [X], ñîñòî-
ÿùèå èç âñåõ ñëîâ, ýêâèâàëåíòíûõ ñëîâó X. Ïîëóãðóïïà A ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ñ àññîöèàòèâíîé îïåðàöèåé [X] · [Y ] :=

[XY ], ðåçóëüòàò êîòîðîé íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé X,Y êëàññîâ ýê-
âèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïîëóãðóïïà A(S) êîíå÷íî-îïðåäåëåíà, åñëè íà íåé çàäàíî
êîíå÷íîå ÷èñëî îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé è ìíîæåñòâî S êîíå÷íî. Çàäàíèå
ïîëóãðóïïû A(S,D) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

〈 a1, . . . , an |A1 = B1, . . . , Am = Bm 〉.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëóãðóïïà ñ åäèíèöåé áûëà ãðóïïîé, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â
íåé èìåëèñü îáðàòíûå ýëåìåíòû äëÿ âñåõ ïîðîæäàþùèõ. Çàäàíèå ãðóïï ñ ïî-
ìîùüþ îáðàçóþùèõ è îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Ê äàííîìó èñõîäíîìó àëôàâèòó

(3.1) S = {a1, . . . , an}
äîáàâëÿåòñÿ àëôàâèò ¾äâîéíèêîâ¿, íàçûâàåìûõ îáðàòíûìè ñòåïåíÿìè îáðàçó-
þùèõ

S−1 = {a−1
1 , . . . , a−1

n }.
Ïîëó÷åííîå îáúåäèíåíèå íàçûâàåòñÿ ãðóïïîâûì àëôàâèòîì. Ïðè çàäàíèè ëþ-
áîé ãðóïïû ñ ïîðîæäàþùèìè (3.1) äëÿ îáåñïå÷åíèÿ òîãî, ÷òîáû áóêâû a−1

i áûëè
îáðàòíûìè äëÿ áóêâ ai, ñëóæàò òðèâèàëüíûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ èìå-
þùèå âèä:

(3.2) a−1
i ai = 1, aia

−1
i = 1.

Äëÿ çàäàíèÿ ãðóïïû ê òðèâèàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì (3.2) äîáàâëÿþòñÿ îïðåäå-
ëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ â ãðóïïîâîì àëôàâèòå, êîòîðûå â äàííîì ñëó÷àå âñåãäà
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðàâåíñòâ

(3.3) Ai = 1(i = 1, 2, . . . , m).

Òàê êàê äîáàâëåíèå îáðàòíûõ ñòåïåíåé îáðàçóþùèõ (3.1) è òðèâèàëüíûõ ñî-
îòíîøåíèé (3.2) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ
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(3.1), òî îáû÷íî ãîâîðÿò î ãðóïïå G, çàäàííîé ïîðîæäàþùèìè (3.1) è îïðåäå-
ëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè (3.3), è çàïèñûâàþò ýòî çàäàíèå â âèäå:

(3.4) 〈〈 a1, . . . , an |A1 = 1, . . . , Am = 1 〉〉
Ïóñòü ãðóïïû G1 è G2 êîíå÷íî îïðåäåëåíû:

G1 = 〈〈 S1 | D1 〉〉, G2 = 〈〈 S2 | D2 〉〉.
Åñëè ìíîæåñòâà S1 è S2 íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ãðóïïà

(3.5) G1 ∗G2 := 〈〈 S1 ∪ S2 | D1 ∪ D2 〉〉
íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï G1 è G2.

Ïóñòü â ãðóïïàõ G1 è G2 âûäåëåíû äâå ïîäãðóïïû

H1 = 〈A1, . . . , Ak〉G1 è H2 = 〈B1, . . . , Bk〉G2

ïðè÷åì ñîîòâåòñòâèå
Ai

ϕ7→Bi (i = 1, . . . , k)

ïîðîæäàåò èçîìîðôíîå îòîáðàæåíèå G1 íà G2

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï G1 è G2 ñ îáúåäèíåííûìè
ïîäãðóïïàìè H1

∼= H2 íàçûâàåòñÿ ãðóïïà

〈〈 S1 ∪ S2 | D1 ∪ D2, A1 = B1, . . . , Ak = Bk 〉〉.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîðîæäàþùèå âûäåëåííûõ ïîäãðóïï {Aj}k

j=1 è {Bj}k
j=1

âõîäÿò â ÷èñëî èñõîäíûõ îáðàçóþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï. Äëÿ ýòîãî äî-
ñòàòî÷íî äîáàâèòü â çàäàíèÿ ãðóïï G1 è G2 íîâûå îáðàçóþùèå c1, . . . , ck è ïðè-
ðàâíÿòü èõ ñîîòâåòñòâóþùèì ñëîâàì A1, . . . , Ak è B1, . . . , Bk. Ïîýòîìó ìû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî çàäàíû äâå êîíå÷íî-îïðåäåëåííûå ãðóïïû

(3.6) G1 = 〈〈 S ′1 ∪ S0 | D1 〉〉 è G2 = 〈〈 S ′2 ∪ S0 | D2 〉〉,
ïðè÷åì Si = S ′i ∪ S0, S ′1 ∩ S ′2 = ∅ è îáúåäèíÿåìûå ïîäãðóïïû H1 è H2 ïî-
ðîæäàþòñÿ îáðàçóþùèìè S0 = {c1, . . . , ck} â ãðóïïàõ G1 è G2, ñîîòâåòñòâåííî.
Èçîìîðôèçì ïîäãðóïï H1 è H2 îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñëîâà X â àëôàâèòå
S0

X = 1 â G1 ⇐⇒ X = 1 â G2

Òîãäà ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï G1 è G2 ñ îáúåäèíåííûìè ïîäãðóïïàìè,
ïîðîæäåííûìè â íèõ ìíîæåñòâîì S0, èìååò çàäàíèå

(3.7) 〈〈 S ′1 ∪ S0 ∪ S ′2 | D1 ∪ D2 〉〉
Äàëåå áóäåò ïðèâåäåíà òåîðåìà áåç äîêàçàòåëüñòâà, åãî ìîæíî íàéòè â [1].
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Òåîðåìà 3.5. Åñëè G3 åñòü ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå (3.7) ãðóïï G1 è G2 ñ îáú-
åäèíåííûìè ïîäãðóïïàìè, òî êàæäàÿ èç ýòèõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â
G3

Ëåììà 3.6. (ëåììà Ìèëëåðà). Ïóñòü (3.4) åñòü ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íî-îïðåäå-
ë�åííàÿ ãðóïïà, à w - ëþáîå ñëîâî â å�å àëôàâèòå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gw ãðóïïó
ñî ñëåäóþùèì çàäàíèåì:

〈〈 a1, a2, . . . , am, a, b, c |∆,

a−1ba = c−1b−1cbc,

a−2b−1aba2 = c−2b−1cbc2,

a−3[w, b]a3 = c−3bc3,

a−(3+i)aiba
(3+i) = c−(3+i)bc(3+i), i = 1, 2, . . . , m 〉〉,

ãäå a, b è c - íîâûå áóêâû.
Ãðóïïà Gw ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ýëåìåíòàìè b è ca−1.
Åñëè w = 1 â ãðóïïå G, òî Gw - åäèíè÷íàÿ ãðóïïà.
Åñëè w 6= 1 â ãðóïïå G, òî - ïîäãðóïïà ãðóïïû Gw.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ãðóïïû Gw ìîæíî ïåðåïèñàòü
â âèäå c = b(ca−1)−1b−1, à ïîñëåäíÿÿ ñåðèÿ ñîîòíîøåíèé ïîçâîëÿåò âûðàçèòü âñå
ïîðîæäàþùèå ai ÷åðåç a, b, c, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî óòâåðæäå-
íèÿ ëåììû.

Ïóñòü w = 1 â ãðóïïå G. Òîãäà èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì
ñíà÷àëà b = 1, çàòåì c = 1 è a = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà Gw - åäèíè÷íàÿ.

Ïóñòü w 6= 1 â ãðóïïå G. Â ñâîáîäíîé ãðóïïå ñ ïîðîæäàþùèìè d è c

ýëåìåíòû d, c−1d−1cdc, c−2d−1cdc2, c−3bc3, c−(3+i)dc(3+i) (i = 1, 2, . . . , m) ÿâëÿþòñÿ
ñâîáîäíûìè îáðàçóþùèìè ïîðîæäåííîé èìè ïîäãðóïïû H1.

Àíàëîãè÷íî, â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè G ∗ 〈〈a, b〉〉, ýëåìåíòû b, a−1ba,
a−2b−1aba2, a−3[w, b]a3, a−(3+i)aiba

(3+i) (i = 1, 2, . . . , m) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñâîáîä-
íûìè îáðàçóþùèìè ïîðîæäåííîé èìè ïîäãðóïïû H2.

Ãðóïïà Gw ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï G ∗ 〈〈a, b〉〉 è 〈〈d, c〉〉
ñ îáúåäèíåíèåì ïî ïîäãðóïïàì H1 è H2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 3.5 G -
ïîäãðóïïà ãðóïïû Gw. ¤

Äàëåå ìû âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì Ñ.È. Àäÿíà è Ì.Î. Ðàáèíà î òîì,
÷òî ëþáîå ìàðêîâñêîå ãðóïïîâîå ñâîéñòâî àëãîðèòìè÷åñêè íåðàñïîçíàâàåìî.
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Îïðåäåëåíèå 3.7. Èíâàðèàíòíîå ãðóïïîâîå ñâîéñòâî (òî åñòü íå ìåíÿþùå-
åñÿ ïðè èçîìîðôèçìå) α íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêèì, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íî-
îïðåäåë�åííàÿ ãðóïïà ñî ñâîéñòâîì α è êîíå÷íî-îïðåä�åëåííàÿ ãðóïïà, íå âëî-
æèìàÿ íè â êàêóþ êîíå÷íî-îïðåäåë�åííóþ ãðóïïó ñî ñâîéñòâîì α.

Ñâîéñòâî êîíå÷íîñòè ãðóïïû, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì. Îíî ñîõðà-
íÿåòñÿ ïðè èçîìîðôèçìå, G+ = 〈〈 a, b | a = b, a2 = a 〉〉 - êîíå÷íî-îïðåäåë�åííàÿ
ãðóïïà ÿâëÿþùàÿñÿ êîíå÷íîé, à ãðóïïà G− = 〈〈 a |∅ 〉〉 íå âëîæèìà íè â êàêóþ
êîíå÷íóþ ãðóïïó, òàê êàê ñàìà ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé.

Òåîðåìà 3.8. (Àäÿí Ñ.È.,Ðàáèí Ì.Î.) Íå ñóùåñòâóåò îáùåãî àëãîðèòìà ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ ìàðêîâñêîãî ñâîéñòâà âñåõ êîíå÷íî-îïðåäåë�åííûõ ãðóïï.

Ñëåäîâàòåëüíî, íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà ðàñïîçíàâàíèÿ êîíå÷íîñòè âñåõ
êîíå÷íî-îïðåäåë�åííûõ ãðóïï.

Òåïåðü óêàæåì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîíå÷íî-îïðåäåë�åííîé ãðóïïîé è ôàê-
òîð ñèñòåìîé F (ξ1, . . . , ξn)� ∼∆. Âñïîìíèì çàäàíèå êîíå÷íî-îïðåäåë�åííîé ãðóï-
ïû.

G = 〈〈 a1, . . . , an |A1 = 1, . . . , Am = 1 〉〉 =

〈 a1, . . . , an, a1
−1, . . . , an

−1 | {Aj = 1}m
j=1, {ai

−1ai = aiai
−1 = 1}n

i=1 〉 =

〈 S |D 〉
Äàëåå, êàæäîìó ýëåìåíòó ai è ai

−1 ñîïîñòàâèì óíàðíóþ îïåðàöèþ â Σ - ai

è ai
−1 ñîîòâåòñòâåííî, òî åñòü Σ = S. Êàæäîìó îïðåäåëÿþùåìó ñîîòíîøåíèþ

A = 1 ∈ D ñîïîñòàâèì òîæäåñòâî:

A = 1 ∈ D ⇐⇒ (∀x)A(x) = x ∈ ∆.

Ïîëó÷èëè ñîâîêóïíîñòü òîæäåñòâ ∆.

Ïðåäëîæåíèå 3.9. F = FΣ(ξ1, . . . , ξn)/ ∼∆ êîíå÷íà ⇐⇒ G = 〈 S |D 〉 êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇐) 〈 S |D 〉 êîíå÷íà, çíà÷èò ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
ñëîâ w1, w2, . . . , wn òàêèõ, ÷òî îíè íåýêâèâàëåíòíû â ãðóïïå G è ëþáîé äðóãîé
ýëåìåíò w ∈ S∗ ýêâèâàëåíòåí íåêîòîðîìó wi. Âîçüì�åì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò
w(ξm) ∈ F , òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî i â ãðóïïå G w ∼D wi , òî åñòü ñóùåñòâóåò
öåïî÷êà ëåâûõ è ïðàâûõ ïðåîáðàçîâàíèé w P P0 → . . . → Pl P wi, ãäå Pj → Pj+1

ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
Pj P UV → UAV P Pj+1

èëè
Pj P UAV → UV P Pj+1,
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ãäå U, V ∈ S∗, A = 1 ∈ D. Ðàññìîòðèì òîæäåñòâî (∀x)x = A(x). Âîçüì�åì
x = V (ξm). Òîãäà â F âûïîëíåíî V (ξm) = AV (ξm). Ïðèìåíèì ïîñëåäîâàòåëüíî
îïåðàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå áóêâàì ñëîâà U , òîãäà UV (ξm) = UAV (ξm). Ïîëó÷è-
ëè, ÷òî Pj(ξm) = Pj+1(ξm). Äàëåå, ïî òðàíçèòèâíîñòè ðàâåíñòâà: w(ξm) = wi(ξm).
Çíà÷èò â F ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò w(ξm) ýêâèâàëåíòåí íåêîòîðîìó ýëåìåíòó èç
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, òî åñòü ñèñòåìà F êîíå÷íà.

(⇒)Ðàññìîòðèì òîæäåñòâà èç ∆:

∀xAi(x) = x.

Òåïåðü, ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî x = V (ξ), ξ ∈ {ξ1, . . . , ξn}, ïîëó÷èì:
AiV (ξ) = V (ξ).

Ïðèìåíÿåì ïîñëåäîâàòåëüíî îïåðàöèè ck, ck−1, . . . , c1 (c1c2 . . . ck P U), ïîëó÷èì:

UAiV (ξ) = UV (ξ).

Åñëè w(ξ) ∼∆ v(ξ) â F , òî ∃P0(ξ), P1(ξ), . . . , Pl(ξ) ò.÷òî
Pj(ξ) = UV (ξ) ∼ UAiV (ξ) = Pj+1(ξ),

èëè
Pj(ξ) = UAiV (ξ) ∼ UV (ξ) = Pj+1(ξ).

Íî ýòî âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà w ∼D v â ãðóïïå G.
Åñëè F êîíå÷íà, òî â íåé åñòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, êîòîðûì âñå

îñòàëüíûå ýêâèâàëåíòíû. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû w(ξ) è v(η),
ãäå ξ 6= η, ξ, η ∈ {ξ1, . . . , ξn}, íå ìîãóò áûòü ýêâèâàëåíòíû ââèäó òîãî, ÷òî â
òîæäåñòâàõ ó÷àñòâóåò òîëüêî îäèí ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò. Ïîýòîìó ñèñòåìà F

ðàçáèâàåòñÿ íà îáúåäèíåíèå n èçîìîðôíûõ äðóã äðóãó ïîäñèñòåì (èçîìîðôèçì
ñòðîèòñÿ ïðîñòîé çàìåíîé ξi 7→ ξj). Èòàê, åñëè F êîíå÷íà, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî w1, . . . , wn ñëîâ èç Σ∗ òàêîå, ÷òî ëþáîå ñëîâî w(ξ), ξ ∈ {ξ1, . . . , ξn}
ýêâèâàëåíòíî íåêîòîðîìó wi(ξ). Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî w ∼D wi, òî åñòü êîíå÷íîñòü
G.

¤
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4. Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ñèãíàòóðû

Ïóñòü Σ = {·2, a0, b0}, òî åñòü a, b -êîíñòàíòû. Ïóñòü ∆ - ìíîæåñòâî, ñîñòî-
ÿùåå èç ñëåäóþùèõ òîæäåñòâ:

∀x∀y∀z (x · y) · z = x · (y · z), (1)

∀x xp = xq, (2)

ãäå p > q > 2. Îíè ïîðîæäàþò ìíîãîîáðàçèå Bp,q (êëàññ âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ñèñòåì äàííîé ñèãíàòóðû, íà êîòîðûõ îíè èñòèííû).

Òåîðåìà 4.1. (Ïîïîâ Â.Þ. [8]) Íå ñóùåñòâóåò îáùåãî àëãîðèòìà ðàñïîçíà-
âàíèÿ êîíå÷íîñòè êîíå÷íî-îïðåäåë�åííûõ ïîëóãðóïï ìíîãîîáðàçèÿ Bp,q.

Èç ýòîé òåîðåìû íåñëîæíî ïîëó÷èòü

Ñëåäñòâèå 4.2. Íå ñóùåñòâóåò åäèíîãî àëãîðèòìà, ðàñïîçíàþùåãî êîíå÷-
íîñòü âñåõ ñèñòåì FΣ/ ∼∆1, ãäå FΣ - ñâîáîäíàÿ ñèñòåìà ðàíãà 0 â ïîäìíî-
ãîîáðàçèè Bp,q ∩K∆1, ∆1 ⊇ ∆.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∆1 êðîìå òîæäåñòâ (1) è (2) ñîäåðæèò òîëüêî òîæäå-
ñòâà, âèäà:

∀x w = v,

ãäå w, v ∈ {a, b}∗.
Ñèñòåìà FΣ/ ∼∆1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íî-îïåðäåë�åííóþ ïîëóãðóïïó

ñ ïîðîæäàþùèìè {a, b} è ñ îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè ∆1r{(1), (2)}. Èç
òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ êîíå÷íîñòè äëÿ òàêèõ ñèñòåì íå
ðàçðåøèìà. ¤

Òåïåðü ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ ñèãíàòóðà. Åñëè â íåé åñòü (n+2)-
àðíàÿ îïåðàöèÿ f è õîòÿ áû äâå êîíñòàíòû, òî, çàäàâ òîæäåñòâî

∀xy∀x̄∀ȳ f(x, y, x̄) = f(x, y, ȳ),

ïîëó÷àåì ôàêòè÷åñêóþ áèíàðíóþ îïåðàöèþ (çíà÷åíèå ôóíêöèè íå çàâèñèò îò
ïåðåìåííûõ xi), îñòàëüíûå ôóíêöèè g ∈ Σ îïðåäåëÿåì òîæäåñòâàìè

∀x̄∀ȳ g(x̄) = g(ȳ).

Â ýòîì ñëó÷àå, â ñèëó ïîñëåäíåé òåîðåìû, êîíå÷íîñòü íå ðàñïîçíà�åòñÿ.
Åñëè â ñèãíàòóðå ïðèñóòñòâóþò êîíñòàíòû, òî òàì, ãäå íå ñóùåñòâóåò àë-

ãîðèòìà, ðàñïîçíàþùåãî êîíå÷íîñòü, îíè íè÷åãî íå ìåíÿþò, òàê êàê èõ ìîæíî
ñ÷èòàòü ïîðîæäàþùèìè ñâîáîäíîé ñèñòåìû.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îäíîé óíàðíîé îïåðàöèè. Åñëè êîíñòàíòû ïðèñóòñòâó-
þò òîëüêî â ïîñûëêàõ êâàçèòîæäåñòâ, òî èõ ìîæíî çàìåíèòü ïåðåìåííûìè.
Ñëåäóþùèé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò ýòî (c - êîíñòàíòà):

∀x, y, zf(x) = f 2(c) → f 3(y) = f 4(z) ⇐⇒
∀y, z(∃xf(x) = f 2(c)) → f 3(y) = f 4(z) ⇐⇒
∀y, z(∃x∃uf(x) = f 2(u)) → f 3(y) = f 4(z) ⇐⇒
∀x, y, z, uf(x) = f 2(u) → f 3(y) = f 4(z)

Åñëè æå êîíñòàíòû ïðèñóòñòâóþò â ïðàâîé ÷àñòè, òî â ïðîâåðêå êîíå÷íîñòè
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè:

fk(c) = fk+l(x) ⇐⇒ f l(x) = c ⇐⇒
∃p, q c = f p(ξ) & x = f q(ξ) & c = f l(x) ⇐⇒ fp(ξ) = f q+l(ξ)

Ñëó÷àé fk(c) = fk+l(d) (c, d - êîíñòàíòû) ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà â ñèãíàòóðå íå áîëåå îäíîé êîíñòàíòû è òîëüêî îäíà

(n + 2)-àðíàÿ îïåðàöèÿ, âîïðîñ ïîêà îñòà�åòñÿ îòêðûòûì.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîëó÷åí ðåçóëüòàò î òîì, ÷òî íåëüçÿ îáùèì àëãîðèòìîì ðàñïî-
çíàòü êîíå÷íîñòü ñâîáîäíûõ ñèñòåì â ñèãíàòóðå, ñîäåðæàùåé áîëåå äâóõ (n+1)-
àðíûõ îïåðàöèé (n > 0). Ðàñïîçíàòü êîíå÷íîñòü ìîæíî êîãäà ñèãíàòóðà ñîñòîèò
èç îäíîé óíàðíîé îïåðàöèè (åù¼ ìîãóò áûòü êîíñòàíòû). Îäíàêî, òàêîé ÿçûê
îïèñàíèÿ àáñòðàêòíûõ òèïîâ äàííûõ âåñüìà áåäåí. Ðåøåíèå âîïðîñà î ñèãíà-
òóðå ñ îäíîé (n + 2)-àðíîé îïåðàöèåé òîæå íå äàñò áîãàòîãî ÿçûêà. Ïîýòîìó
ñëåäóþùèì øàãîì â ðàñïîçíàâàíèè êîíå÷íîñòè ñâîáîäíûõ ñèñòåì íåîáõîäèìî
äîëæíà ÿâëÿòüñÿ êîíêðåòèçàöèÿ êëàññà êâàçèòîæäåñòâ

Íàïðèìåð, åñëè çàäàíà ñèãíàòóðà Σ = {f1, . . . , fn} óíàðíûõ îïåðàöèé, òî
â ñëó÷àå, êîãäà íà íåé çàäàíû òîæäåñòâà âèäà

∀xw(x) = v(x),

ãäå w, v ∈ Σ∗ è äëèíû w è v ÿâëÿþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè ðàâíûìè âåëè÷èíàìè,
ñâîáîäíàÿ ñèñòåìà áóäåò áåñêîíå÷íîé (ñëîâà íåðàâíîé äëèíû - íåýêâèâàëåíò-
íû).
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