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Ââåäåíèå

Â ðàáîòå Ñ.Ñ.Ãîí÷àðîâà è Äæ.Íàéò [2] äàíà êëàññèôèêàöèÿ êëàññîâ âû÷èñ-

ëèìûõ ìîäåëåé ñ çàäàííûìè òåîðåòèêî-ìîäåëüíûìè ñâîéñòâàìè íà ñòðóêòóð-

íûå è íåñòðóêòóðíûå. Â ðàìêàõ ýòèõ èññëåäîâàíèé èíòåðåñåí îòâåò íà âîïðîñ, à

êàêîâà ñëîæíîñòü åñòåñòâåííûõ êëàññîâ âû÷èñëèìûõ ìîäåëåé? Â äàííîé ðàáî-

òå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè òàêèõ êëàññà è ïðèâîäÿòñÿ òî÷íûå, âåðõíèå è íèæíèå

îöåíêè èõ ñëîæíîñòè.

Ïðèâåäåì çäåñü îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Çàôèêñèðóåì âû÷èñëèìûé ÿçûê Σ

- ïðåäèêàòíóþ ñèãíàòóðó. Ìîäåëü M ýòîãî ÿçûêà íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìîé,

åñëè å¼ áàçèñíîå ìíîæåñòâî è áàçèñíûå ïðåäèêàòû ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìû. Ïî

[1] ñóùåñòâóåò íóìåðàöèÿ E = {M0, M1, . . . , Mn, . . .} âñåõ âû÷èñëèìûõ ìîäåëåé

ýòîé ñèãíàòóðû (ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëè, îñíîâàíèÿìè êîòîðûõ ñëóæàò

âû÷èñëèìûå ìíîæåñòâà).

Îïðåäåëåíèå 1. Èíäåêñíûì ìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî èíäåêñîâ

ìîäåëåé íóìåðàöèè, âûáðàííûõ ïî êàêîìó-òî ñâîéñòâó.

Çàäà÷à ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â îöåíêå íåêîòîðûõ èíäåêñíûõ ìíîæåñòâ èç-

âåñòíûõ êëàññîâ âû÷èñëèìûõ ìîäåëåé â àðèôìåòè÷åñêîé èåðàðõèè. Òðåáóåòñÿ

îöåíèòü ñëîæíîñòü èíäåêñíûõ ìíîæåñòâ ñëåäóþùèõ êëàññîâ âû÷èñëèìûõ ìî-

äåëåé:

• K = {i | Mi - êîíå÷íà}
• C = {i | Mi - èìååò ℵ0-êàòåãîðè÷íóþ òåîðèþ}
• UC = {i | Mi - èìååò ℵ1-êàòåãîðè÷íóþ òåîðèþ}

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå êàòåãîðè÷íîñòè òåîðèè:

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîëíàÿ òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ ℵ0(ℵ1)-êàòåãîðè÷íîé, åñëè ëþ-

áûå äâå ñ÷�åòíûå(ℵ1) ìîäåëè ýòîé òåîðèè èçîìîðôíû.

Äàëåå â òåêñòå, ℵ0(ℵ1)-êàòåãîðè÷íûìè ìîäåëÿìè, áóäåì íàçûâàòü ìîäåëè,

èìåþùèå ℵ0(ℵ1)-êàòåãîðè÷íóþ òåîðèþ.

Òåïåðü êîðîòêî îïèøåì ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû

äîêàæåì òåîðåìó
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Òåîðåìà 1.Èíäåêñíîå ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ âû÷èñëèìûõ ìîäåëåé Σ0
2-ïîëíî.

Äàëåå, â �2, ìû îïðåäåëèì äâà òåîðåòèêî-ìîäåëüíûõ îïåðàòîðà. Îïðåäåëåíèå

ýòèõ îïåðàòîðîâ ñëåäóåò èäåÿì êîíñòðóêöèè Ìàðêåðà èç [5] è èõ ìîäèôèêàöèè

èç [3], äîêàæåì ëåììó î ïðåäñòàâëåíèè äëÿ Σ0
2-ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë. Â �-�3 è 4, ìû ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ ýòîé ëåììû ñòðîèòñÿ

íèæíÿÿ îöåíêà Σ0
ω èíäåêñíûõ ìíîæåñòâ âû÷èñëèìûõ ℵ0(ℵ1)-êàòåãîðè÷íûõ ìî-

äåëåé. Â ýòèõ äâóõ ïàðàãðàôàõ ìû äîêàæåì ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû:

Òåîðåìà 3. Èíäåêñíîå ìíîæåñòâî âû÷èñëèìûõ ìîäåëåé ñ ℵ0-êàòåãîðè÷íû-

ìè òåîðèÿìè ñîäåðæèò Σ0
ω-ïîëíîå ìíîæåñòâî è ëåæèò êëàññå Π0

ω+3.

Òåîðåìà 4. Èíäåêñíîå ìíîæåñòâî âû÷èñëèìûõ ìîäåëåé ñ ℵ1-êàòåãîðè÷íû-

ìè ñîäåðæèò Σ0
ω-ïîëíîå ìíîæåñòâî.

Ñëîâà �ìîäåëü� è �ñòðóêòóðà� áóäóò âçàèìîçàìåíÿòü äðóã äðóãà. Îïðåäåëå-

íèå ôóíêöèé l, r, 〈·, ·〉 ñòàíäàðòíîå [4].
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1. Êîíå÷íûå âû÷èñëèìûå ìîäåëè

Îöåíèì çäåñü ñëîæíîñòü èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà âñåõ êîíå÷íûõ âû÷èñëèìûõ

ìîäåëåé: K = {i | Mi� êîíå÷íàÿ ìîäåëü}. Âû÷èñëèìàÿ ìîäåëü êîíå÷íà, êîãäà

ìíîæåñòâî å¼ ýëåìåíòîâ êîíå÷íî. Ïîñêîëüêó îñíîâíîå ìíîæåñòâî ìîäåëè âû-

÷èñëèìî, òî ïðîâåðêà óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè ýòî Σ0
2-ôîðìóëà:

∃x∀y (Mi(y) → y 6 x).

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà Mi ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìû ïî i, òî âû÷èñëèì íîìåð n

ìíîæåñòâà Mi â ñòàíäàðòíîé âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè W âû÷èñëèìî-ïåðå÷èñëè-

ìûõ ìíîæåñòâ. Òàê êàê Wn âû÷èñëèìî, òî ïðîâåðêà óñëîâèÿ Wn(y) ýôôåêòèâíà.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì Σ0
2-ôîðìóëó:

∃x∀y (Wn(y) → y 6 x).

Òî åñòü K ∈ Σ0
2, òåïåðü îöåíèì íàøå èíäåêñíîå ìíîæåñòâî ñíèçó.

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî K Σ0
2-ïîëíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîëüíîå Σ0
2-ìíîæåñòâî A m-ñâîäèòñÿ ê

K Ïóñòü A = {n | ∃x∀yH(n, x, y)}. Ïîñòðîèì ïî øàãàì ìíîæåñòâî M = ∪
t
M t.

Øàã 0: M0 = {0}.
Øàã t: âû÷èñëÿåì âñå H(n, x, y) äëÿ âñåõ x 6 t, y 6 t. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ

(∃a 6 t)(∀b 6 t)H(n, a, b), òî ïîëàãàåì M t+1 = M t, èíà÷å M t+1 = {0, . . . , t + 1}.
Êîíñòðóêöèÿ çàâåðøåíà.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé a, ÷òî ∀bH(n, a, b). Òîãäà íà÷èíàÿ ñ

øàãà a èìååì:

∃a 6 t∀b 6 tH(n, a, b),M t = Ma.

Çíà÷èò | ∪
t
M t | 6 a. Òî åñòü M - êîíå÷íî.

Åñëè æå ∀a∃b¬H(n, a, b), òî ìû áóäåì áåñêîíå÷íî ÷àñòî ïîëó÷àòü M t =

= {0, . . . , t}. Ñëåäîâàòåëüíî, M = ω. ¤
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2. Ìàðêåðîâñêèå ðàñøèðåíèÿ

Ïóñòü Σ = {P k} ïðåäèêàòíàÿ ñèãíàòóðà è ïóñòü M = 〈A,P k〉 íåêîòîðàÿ

ñòðóêòóðà ÿçûêà Σ. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ïðåäèêàòà P ýòîé ñòðóêòóðû îáà

ìíîæåñòâà Mk \ P è P áåñêîíå÷íû.

Äàëåå ìû, çàèìñòâóÿ ôîðìóëèðîâêè èç [3], íåñêîëüêî ìîäèôèöèðóåì îïðå-

äåëåíèå ∃ è ∀ ðàñøèðåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ìàðêåðîâñêîå ∃-ðàñøèðåíèå ýòîãî ïðåäèêàòà îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç P∃ è îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü X íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîå ìíî-

æåñòâî, íå ïåðåñåêàþùååñÿ ñ M . Òîãäà P∃, êàê ïðåäèêàò àðíîñòè k + 1, óäîâëå-

òâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1∃) Åñëè P∃(a1, a2, . . . , ak, ak+1), òî P (a1, . . . , ak) è ak+1 ∈ X.

2∃) Äëÿ ëþáîãî a ∈ X ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé k-íàáîð

(a1, . . . , ak) òàêîé, ÷òî P∃(a1, a2, . . . , ak, a).

3∃) Åñëè P (a1, . . . , ak), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå a òàêîå, ÷òî

P∃(a1, a2, . . . , ak, a).

Ìàðêåðîâñêîå ∀-ðàñøèðåíèå ïðåäèêàòà P îáîçíà÷èì ÷åðåç P∀ è îïðåäåëèì

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü X íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íå ïåðåñåêàþ-

ùååñÿ ñ M . Òîãäà P∀ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäèêàò àðíîñòè k+1 óäîâëåòâîðÿþùèé

ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì1:

1∀) Äëÿ ëþáîãî íàáîðà (a1, . . . , ak) ∈ Mk ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ýëåìåí-

òà ak+1 ∈ X òàêîãî, ÷òî ¬P∀(a1, a2, . . . , ak, ak+1).

2∀) Åñëè P∀(a1, . . . , ak, ak+1) äëÿ âñåõ ak+1 ∈ X, òî P (a1, . . . , ak).

3∀) Äëÿ ëþáîãî a ∈ X ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé k-íàáîð

(a1, . . . , ak) òàêîé, ÷òî ¬P∀(a1, a2, . . . , ak, a).

Íàçîâåì ìíîæåñòâî X â ëþáîì ∃-(∀-)ðàñøèðåíèè ñïóòíèêîì P .

Îïðåäåëèì íàøó ìîäåëü.
1Â îòëè÷èå îò îïðåäåëåíèÿ â [3], çäåñü ìû íå òðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå: åñëè

P (a1, . . . , ak, a), òî (a1, . . . , ak) ∈ A è a ∈ X.
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Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü M = 〈M, P k〉 � ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü ñ îäíèì ïðåäè-

êàòîì.

(1) Ìîäåëü M∃ îïðåäåëèì ðàâíîé 〈M ∪X,P k+1, X〉, ãäå ïðåäèêàò P k+1 ñîâ-

ïàäàåò ñ ìàðêåðîâñêèì ∃-ðàñøèðåíèåì P k ñî ñïóòíèêîì X.

(2) Àíàëîãè÷íî, M∀ îïðåäåëèì ðàâíîé 〈M ∪X, P k+1, X〉, ãäå ïðåäèêàò P k+1

ñîâïàäàåò ñ ìàðêåðîâñêèì ∀-ðàñøèðåíèåì P k ñî ñïóòíèêîì X.

Äëÿ ñëîâà w â àëôàâèòå {∃, ∀} îïðåäåëèì Mw ïî èíäóêöèè:

(1) åñëè w = e, òî Mw = M;

(2) åñëè w = w′∃, òî Mw = (Mw′)∃;

(3) åñëè w = w′∀, òî Mw = (Mw′)∀.

Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì Ñ.Ñ. Ãîí÷àðîâûì è Á. Õóñàè-

íîâûì â [3] î òîì, ÷òî ýòè êîíñòðóêöèè ñîõðàíÿþò êàòåãîðè÷íîñòü:

Ñëåäñòâèå 2.1 (èç òåîðåìû 3, [3]). Ïóñòü M = 〈M,P k〉 íåêîòîðàÿ ñòðóêòó-

ðà, à w ñëîâî â àëôàâèòå {∃,∀}. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñïðàâåäëèâû äëÿ íàøåé

êîíñòðóêöèè:

(1) Ìîäåëü M îïðåäåëèìà â Mw.

(2) Åñëè òåîðèÿ ìîäåëè M ℵ0-êàòåãîðè÷íàÿ (ℵ1-êàòåãîðè÷íàÿ), òî òàêîâà

è òåîðèÿ ìîäåëè Mw.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: (à) w = ∃ è (á) w = ∀. Îñòàëüíûå

áóäóò ñëåäîâàòü èç èíäóêöèîííîãî ïåðåõîäà.

Ïóñòü X � ñïóòíèê, íåîáõîäèìûé äëÿ ïðåäèêàòà P k. Ìíîæåñòâî M ìîæíî

îïðåäåëèòü ïðåäèêàòîì ¬X(x). Â ñëó÷àå (à) ïðåäèêàò P k îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-

ëîé ∃xP k+1(x1, . . . , xk, x), ââèäó ïóíêòà (1∃) îïðåäåëåíèÿ. Â ñëó÷àå (á) ïðåäèêàò

P k îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé ∀xP k+1(x1, . . . , xk, x), ââèäó ïóíêòà (2∀) îïðåäåëå-

íèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ℵ0- è ℵ1-êàòåãîðè÷íîñòè ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî êàæ-

äûé ýëåìåíò â ëþáîì èç ìàðêåðîâñêèõ ðàñøèðåíèé ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì
7



íàä îðèãèíàëüíûì áàçèñíûì ìíîæåñòâîì M ñòðóêòóðû M∃(M∀). Â ñàìîì äå-

ëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî a ∈ X è X ñïóòíèê ïðåäèêàòà P . Â ñëó÷àå (à) ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííûé íàáîð (a1, . . . , ak) â ìíîæåñòâå M òàêîé, ÷òî âûïîëíåíî

P∃(a1, . . . , ak, a), ââèäó ïóíêòà (2∃) îïðåäåëåíèÿ. Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå (á) ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íàáîð (a1, . . . , ak) â îñíîâíîì ìíîæåñòâå M òàêîé, ÷òî

¬P∀(a1, . . . , ak, a), ââèäó ïóíêòà (3∀) îïðåäåëåíèÿ. ¤

Ñëåäóþùåé íàøåé çàäà÷åé áóäåò ïîêàçàòü, êàê àëãîðèòìè÷åñêè ìîæíî óïðî-

ùàòü ìîäåëü ïåðåõîäÿ ê å�å ∃∀-ðàñøèðåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Σ0
2�ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèìûì,

åñëè äëÿ íåêîòîðîãî âû÷èñëèìîãî ïðåäèêàòà Q ⊂ ω3 âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

(1) äëÿ êàæäîãî n ∈ ω, ∃a∀bQ(n, a, b), åñëè è òîëüêî åñëè n ∈ A.

(2) äëÿ êàæäîãî n ∈ ω, ∃a∀bQ(n, a, b), åñëè è òîëüêî åñëè

∃=1a∀bQ(n, a, b) 2.

(3) äëÿ ëþáîãî b ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà 〈n, a〉 òàêàÿ, ÷òî ¬Q(n, a, b).

(4) äëÿ ëþáîé ïàðû 〈n, a〉 ëèáî ∃b¬Q(n, a, b), ëèáî ∀bQ(n, a, b).

(5) äëÿ ëþáîãî a ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå n òàêîå, ÷òî

∀bQ(n, a, b).

Ëåììà 2.1. Ïóñòü A êîáåñêîíå÷íîå Σ0
2�ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå âû÷èñëèìîå

ïîäìíîæåñòâî S òàêîå, ÷òî A\S áåñêîíå÷íî è äëÿ êàæäîãî i ∈ ω S ñîäåðæèò

áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ 〈i, x〉. Òîãäà A èìååò îäíîçíà÷íîå ïðåäñòàâëåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Äëÿ Σ0
2�ìíîæåñòâà A ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìîå ìíî-

æåñòâî H òàêîå, ÷òî n ∈ A ⇔ ∃a∀bH(n, a, b). Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ñóùåñòâó-

åò âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî H ′, äëÿ êîòîðîãî ∃a∀bH(n, a, b) ⇔ ∃=1a∀bH ′(n, a, b).

×òîáû äîêàçàòü ýòî ìû îïèøåì ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ïðåäèêàòà Pn, n ∈ ω.

×òîáû îïðåäåëèòü Pn âíà÷àëå ìû îïðåäåëÿåì çíà÷åíèÿ a0 = 0, r0 = 0, h0 = 0.

Íà øàãå t ïðåäèêàò Pn áóäåò îïðåäåëåí íà âñåõ ïàðàõ (i, j) òàêèõ, ÷òî j 6 t,
2∃=1xP (x) îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé x, óäîâëåòâîðÿþùèé P
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i 6 rt. Çíà÷åíèå äëÿ at ìû áóäåì îïðåäåëÿòü òàê, ÷òî at ñòàíåò åäèíñòâåííûì

ñâèäåòåëåì ïðèíàäëåæíîñòè n ìíîæåñòâó A ò.å., ÷òî n ∈ A åñëè è òîëüêî åñëè

∀bPn(at, b). Çíà÷åíèå äëÿ ht áóäåì îïðåäåëÿòü òàê, ÷òî åñëè n ∈ A, òî ht âûäàåò

ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå h 6 t äëÿ êîòîðîãî (∀b 6 t)H(n, h, b).

Øàã t + 1. Âû÷èñëèì H(n, i, j) äëÿ âñåõ i, j 6 t + 1. Åñëè âûïîëíåíî (∀i 6

t + 1)(∃j 6 t + 1)¬H(n, i, j), òî ïîëàãàåì rt+1 = rt + 1, à ht+1 è at+1 áóäóò

íåîïðåäåëåííûìè, è îïðåäåëÿåì Pn(i, j) ëîæíûì íà âñåõ ïàðàõ (i, j), äëÿ êî-

òîðûõ i 6 rt+1, j 6 t + 1 è íà êîòîðûõ ïðåäèêàò Pn åùå íå áûë îïðåäåëåí.

Åñëè çíà÷åíèå ht íå îïðåäåëåíî è óñëîâèå ∀j 6 t + 1H(n, t + 1, j) âûïîëíåíî,

òî îïðåäåëèì ht+1 = t + 1, rt+1 = rt + 1, è at+1 = rt+1. Ïîëàãàåì Pn(at+1, j)

èñòèííûì äëÿ âñåõ j 6 t + 1, è ïîëàãàåì Pn(i, j) ëîæíûì íà âñåõ ïàðàõ, äëÿ

êîòîðûõ i 6 rt+1, j 6 t + 1 è íà êîòîðûõ ïðåäèêàò Pn åùå íå áûë îïðåäåëåí.

Åñëè çíà÷åíèå ht îïðåäåëåíî è óñëîâèå ∀j 6 t + 1H(n, ht, j) âûïîëíåíî, òî ïî-

ëàãàåì ht+1 = ht, at+1 = at, rt+1 = rt + 1, è îïðåäåëèì Pn(at+1, j) èñòèííûì

äëÿ âñåõ j 6 t + 1, è îïðåäåëèì Pn(i, j) ëîæíûì íà âñåõ (i, j), äëÿ êîòîðûõ

i 6 rt+1, j 6 t + 1 è íà êîòîðûõ ïðåäèêàò Pn åùå íå áûë îïðåäåëåí.

Òåïåðü îïðåäåëèì ïðåäèêàò H ′ ñëåäóþùèì îáðàçîì: (n, a, b) ∈ H ′ åñëè è

òîëüêî åñëè Pn(i, j). Òåïåðü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ A ñóùåñòâóåò âû÷èñëè-

ìîå ìíîæåñòâî H òàêîå, ÷òî n ∈ A åñëè è òîëüêî åñëè ∃=1a∀bH(n, a, b). Äàëåå

îïðåäåëèì ïðåäèêàò H1:

H1(n, a, b) ⇔ a = 〈n, x〉 & H(n, x, b).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôîðìóëû ∃a∀bH(n, a, b) è ∃a∀bH1(n, a, b) ýêâèâàëåíòíû.

Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî a ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî n òàêîãî, ÷òî ∀bH1(n, a, b).

Ïóñòü H2 îïðåäåë�åí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

¬H2(n, a, b) ⇔ b = 〈n, a, x〉&¬H1(n, a, x) & (∀z < x)H1(n, a, z).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðåäèêàò H2 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

(1) Ôîðìóëû ∃a∀bH1(n, a, b) è ∃a∀bH2(n, a, b) ýêâèâàëåíòíû.

(2) Ôîðìóëû ∀bH1(n, a, b) è ∀bH2(n, a, b) ýêâèâàëåíòíû.
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(3) Äëÿ ëþáîé ïàðû n, a ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî b òàêîãî, ÷òî ¬H2(n, a, b).

(4) Äëÿ ëþáîãî a ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî n òàêîãî, ÷òî ∀bH2(n, a, b).

(5) Äëÿ ëþáîãî b ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé ïàðû (n, a) òàêîé, ÷òî ¬H2(n, a, b).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî H óäîâëåòâîðÿåò âûøåïðèâå-

äåííûì ñâîéñòâàì 3)−5). Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ïðåäèêàò H, ìû ïîñòðîèì èñêîìûé

ïðåäèêàò Q.

Íà øàãå t ïðåäèêàò Qt áóäåò îïðåäåëåí íà [0, t] × [0, r2(t)] × [0, r3(t)], ãäå

çíà÷åíèÿ ôóíêöèé r2(t), r3(t) ïîëó÷àþòñÿ ýôôåêòèâíî íà øàãå t. Ïðåäèêàò Qt

áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì, îáîçíà÷àåìûì ÷åðåç P :

P1: Äëÿ âñåõ n 6 t, a 6 r2(t) ëèáî Qt(n, a, b) èñòèííî äëÿ âñåõ b 6 r3(t), ëèáî

∃=1b 6 r3(t)¬Qt(n, a, b).

P2: Åñëè a 6 r2(t) ÿâëÿåòñÿ (Q, t)-ñâèäåòåëåì äëÿ n 6 t, òî åñòü ∀b 6 r2(t)

Qt(n, a, b), òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé (Q, t)-ñâèäåòåëü äëÿ n.

P3: Íå ñóùåñòâóåò äâîéíûõ (Q, t)-ñâèäåòåëåé (êîòîðûå ìîãóò ñîâïàäàòü äëÿ

ðàçëè÷íûõ n1 è n2).

P4: Äëÿ êàæäîãî b 6 r3(t) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà (n, a) òàêàÿ, ÷òî

¬Qt(n, a, b) è åñëè äëÿ êàêèõ-òî i, z èìååì b = 〈i, 3z + 2〉, òî l(n) = i.

Ïóñòü H0 ⊂ H1 ⊂ . . . áóäåò àïïðîêñèìàöèåé H òàêîé, ÷òî H = ∪
t
Ht, ãäå

Ht = H ∩ [0, t] × [0, t] × [0, bt] è bt ìèíèìàëüíûé b > t òàêîé, ÷òî âûïîëíåíû

ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

(1) Åñëè a 6 t ÿâëÿåòñÿ (H, t)-ñâèäåòåëåì äëÿ n 6 t òàêèì, ÷òî ∀j 6 b

H(n, a, j), òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé (H, t)-ñâèäåòåëü äëÿ n.

(2) Íåò äâîéíûõ (H, t)-ñâèäåòåëåé (êîòîðûå ìîãëè áû ñîâïàñòü äëÿ ðàçëè÷-

íûõ n1 è n2).

(3) Äëÿ âñåõ n, a 6 t ëèáî (∀j 6 b)H(n, a, b), ëèáî (∃=1j 6 b)¬H(n, a, j).

Çàìåòèì, ÷òî bt êîððåêòíî îïðåäåëåí. Åñëè æå äëÿ íåêîòîðîãî n 6 t ñóùå-

ñòâóåò (H, t)-ñâèäåòåëü äëÿ n, òî ìû îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç h(n, t).
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Áåç ïîòåðè îáùíîñòè, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî H(0, 0, 0) èñòèííî. Â íàøåé êîí-

ñòðóêöèè íà øàãå t ìû èñïîëüçóåì ôóíêöèè r2(t), r3(t), h(n, t) è a(n, t). Ôóíêöèè

r2(t) è r3(t) ãîâîðÿò íàì, ÷òî âòîðàÿ è òðåòüÿ êîîðäèíàòû Qt íå ïðåâîñõîäÿò

r2(t) è r3(t), ñîîòâåòñòâåííî; h(n, t) ÿâëÿåòñÿ (H, t)-ñâèäåòåëåì äëÿ n, à a(n, t)

ÿâëÿåòñÿ (Q, t)-ñâèäåòåëåì äëÿ n, åñëè îíè ñóùåñòâóþò. Íàøà êîíñòðóêöèÿ ãà-

ðàíòèðóåò, ÷òî h(n, t) îïðåäåëåíî åñëè è òîëüêî åñëè a(n, t) îïðåäåëåíî. Â íà÷àëå

ìû ïîëàãàåì r2(0) = 0, r3(0) = 0, h(0, 0) = 0, è a(0, 0) = 0. Íåêîòîðûå èç íî-

ìåðîâ a 6 r2(t) áóäóò ïîìå÷åíû ÷åðåç ¤s, ãäå s ∈ S. Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî

êîíñòðóêöèÿ ãàðàíòèðóåò, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ Q-ñâèäåòåëü äëÿ s, ò.å. ∀bQ(s, a, b).

Îïèøåì òåïåðü øàã t íàøåé êîíñòðóêöèè. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Qt−1 îïðå-

äåëåí òàê, ÷òî âûïîëíåíû âñå ñâîéñòâà P1, P2, P3, P4. Äîïîëíèòåëüíî, ìû ïðåä-

ïîëàãàåì, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò a 6 r2(t − 1) ëèáî (Q, t − 1)-ñâèäåòåëü âèäà

a(n, t − 1) (äëÿ íåêîòîðîãî n 6 t), ëèáî áûë îòìå÷åí íåêîòîðîé ìåòêîé ¤s äëÿ

íåêîòîðîãî s ∈ S.

Øàã t. Åñëè t ∈ S è íåêîòîðûé ýëåìåíò a 6 r2(t− 1) îòìå÷åí ìåòêîé ¤t, òî

äåëàåì a (Q, t)-ñâèäåòåëåì äëÿ t, ïîëàãàåì r2(t) = r2(t−1), r3(t) = r3(t−1)+w(t),

ðàñøèðÿåì Qt−1 äî Qt íà [0, t] × [0, r2(t)] × [0, r3(t)], ñîõðàíÿÿ âñåõ (Q, t − 1)-

ñâèäåòåëåé êàê (Q, t)-ñâèäåòåëåé è òàê, ÷òî Qt óäîâëåòâîðÿåò âñåõ ñâîéñòâàì îò

P1 äî P4. Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî P4 ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðåíî, ìîæíî óâèäåòü

èç îïðåäåëåíèÿ r3(t), ãäå âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ w(t) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà èç

óñëîâèé: êàæäîìó ýëåìåíòó b = 〈i, 3z + 2〉 ñîïîñòàâëÿþòñÿ ÷èñëà n, a òàêèå, ÷òî

l(n) = i &¬Q(n, a, b).

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïîñòóïàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå Ht. Ïóñòü i1, . . . , ik 6 t âîçðàñòàþùàÿ öåïî÷êà òàêàÿ, ÷òî

h(ij, t) îïðåäåëåíî è h(ij, t) 6= h(ij, t − 1), j = 1, . . . , k. Çàìåòèì, ÷òî h(ij, t− 1)

ìîæåò áûòü íå îïðåäåëåíî. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî k 6 2. Âîçüìåì ïåðâûå íåèñ-

ïîëüçîâàííûå ÷èñëà s1 è s2 ∈ S òàêèå, ÷òî l(sj) = l(a(ij, t − 1)). Îòìåòèì
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êàæäûé ýëåìåíò a(ij, t − 1) ìåòêîé ¤sj
è îïðåäåëÿåì òàê, ÷òî a(ij, t − 1) ÿâ-

ëÿåòñÿ (Q, t′)-ñâèäåòåëåì äëÿ sj íà âñåõ øàãàõ t′ > sj, j = 1, . . . , k. Äàëü-

øå, âîçüìåì íîìåðà n1 = r2(t − 1) + u1(t), . . . , nk = r2(t − 1) + uk(t), ãäå

uj(t) = µz(z > r2(t − 1) & l(r2(t − 1) + z) = l(ik)). Ïîëàãàåì a(ij, t) = nj äëÿ

j = 1, . . . , k, r2(t) = nk, r3(t) = r3(t − 1) + (k + 1)w(t), è ðàñøèðèì Qt−1 äî Qt

íà ìíîæåñòâå [0, t]× [0, r2(t)]× [0, r3(t)] äåëàÿ êàæäûé a(ij, t) (Q, t)-ñâèäåòåëåì

äëÿ ij. Íà îñòàëüíûõ a ∈ [r2(t− 1), r2(t)], íå ðàâíûõ a(ij, t) ñòàâèì òàêèå åù�å íå

èñïîëüçîâàííûå ìåòêè s èç S, ÷òî l(s) = l(a). Ñîõðàíÿåì âñåõ äðóãèõ (Q, t− 1)-

ñâèäåòåëåé êàê (Q, t)-ñâèäåòåëåé òàê, ÷òî Qt óäîâëåòâîðÿåò âñåõ ñâîéñòâàì íà-

÷èíàÿ ñ P1 äî P4. Çàìåòèì, ÷òî P4 ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðåíî, êàê âèäíî èç

îïðåäåëåíèÿ r3(t).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òðåáóåìîé âûøå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè i1, . . .

. . . , ik 6 t. Âîçüìåì ïåðâîå íåèñïîëüçîâàííîå ÷èñëî s ∈ S òàêîå, ÷òî l(t) = l(s). È

îòìåòèì t ìåòêîé ¤s. Êîíå÷íî ìû îïðåäåëèì, ÷òî t ÿâëÿåòñÿ (Q, t′)-ñâèäåòåëåì

äëÿ s íà âñåõ øàãàõ t′ > s. Ïîëàãàåì r2(t) = r2(t− 1) + 1, è r3(t) = r3(t− 1) +

+2w(t)+1, è ðàñøèðèì Qt−1 äî Qt íà ìíîæåñòâå [0, t]× [0, r2(t)]× [0, r3(t)] ñîõðà-

íÿÿ âñåõ (Q, t − 1)-ñâèäåòåëåé êàê (Q, t)-ñâèäåòåëåé òàê, ÷òî Qt óäîâëåòâîðÿåò

âñåì ñâîéñòâàì îò P1 äî P4. Íà ýòîì øàã t çàêàí÷èâàåòñÿ.

Îïðåäåëèì Q = ∪t Qt. Òåïåðü íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî Q ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì

ïðåäñòàâëåíèåì äëÿ A. Áåçóñëîâíî, çàìåòèì, ÷òî íà ëþáîì øàãå t, êàæäûé ýëå-

ìåíò a 6 r2(t) ëèáî ïîìå÷åí ìåòêîé ¤s, ëèáî èìååò âèä a(n, t). Åñëè a îòìå÷åí

ìåòêîé ¤s, òî âûïîëíåíî ∀bQ(s, a, b), òàê êàê a ÿâëÿåòñÿ (Q, t′)-ñâèäåòåëåì äëÿ

s íà êàæäîì øàãå t′ > s. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a íå ïîìå÷åí ìåòêîé ¤s äëÿ s ∈ S.

Ðàññìîòðèì øàã a. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî n òàêîå, ÷òî a = a(n, a). Òîãäà äëÿ âñåõ

t > a ìû èìååì a(n, t) = a(n, a). Ïîýòîìó ∀bQ(n, a, b). Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé

ýëåìåíò a ∈ ω ÿâëÿåòñÿ Q-ñâèäåòåëåì äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ A. Âñå îñòàëüíûå

èñêîìûå ñâîéñòâà ïðåäèêàòà Q ñëåäóþò èç òîãî ôàêòà, ÷òî Qt óäîâëåòâîðÿåò

ñâîéñòâàì îò P1 äî P4 íà êàæäîì øàãå t. ¤

12



Çàìå÷àíèå 1. Åñëè a ∈ Xi = {〈i, 3x + 1〉 | x ∈ ω}, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé

n òàêîé, ÷òî l(n) = i &∀bQ(n, a, b). Åñëè b ∈ Yi = {〈i, 3x + 2〉 | x ∈ ω}, òî

ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå n, a òàêèå, ÷òî l(n) = i &¬Q(n, a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû: êàæäûé a ÿâëÿåòñÿ Q-ñâèäåòå-

ëåì äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ A. Íà êàæäîì øàãå êîíñòðóêöèè ìû ëèáî ñòàâèì ìåòêó

¤t, òàêóþ ÷òî l(t) = i, ëèáî óáèðàåì ïîñòàâëåííóþ ðàíåå ìåòêó ¤t äëÿ l(t) = i

è äåëàåì a (Q, t)-ñâèäåòåëåì äëÿ t. Íî âñå (Q, t)-ñâèäåòåëè äëÿ n ïî ïîñòðîåíèþ

ñîõðàíÿþòñÿ äëÿ âñåõ s > t.

Ñóùåñòâîâàíèå óêàçàííûõ n, a äëÿ b = 〈i, 3z + 2〉 ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ

ôóíêöèè r3(t). ¤

ßñíî, ÷òî îïðåäåëåíèå îäíîçíà÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ Σ0
2�ìíîæåñòâ ìî-

æåò áûòü ðåëÿòèâèçîâàíî îòíîñèòåëüíî ëþáîãî îðàêóëà X. Ðåëÿòèâèçîâàííàÿ

âåðñèÿ âûøåïðèâåäåííîé ëåììû äàåò ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå, êîòîðîå áóäåò èñ-

ïîëüçîâàòüñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå. Ìû áóäåì íàçûâàòü åãî ëåììîé î ðåëÿ-

òèâèçîâàííîì îäíîçíà÷íîì ïðåäñòàâëåíèè.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü A êîáåñêîíå÷íîå Σ0,X
2 �ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå áåñêîíå÷-

íîå X-âû÷èñëèìîå ïîäìíîæåñòâî S òàêîå, ÷òî A \ S áåñêîíå÷íî è äëÿ êàæ-

äîãî i ∈ ω S ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ 〈i, x〉. Òîãäà ñóùåñòâóåò

X-âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî Q ⊂ ω3 òàêîå, ÷òî Q ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì ïðåä-

ñòàâëåíèåì A. ¤

Äàëåå íàì ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî ìîäèôèöèðîâàòü ïðåäèêàò, ïîëó÷åííûé â

ýòîé ëåììå, à çàòåì ìû èñïîëüçóåì åãî â ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè. Çàôèêñèðóåì

÷èñëî k > 0.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Âîçüì�åì íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü M0, M1,..., Mn,...

ñ÷�åòíûõ âû÷èñëèìûõ ìîäåëåé, ãäå Mi = 〈Mi, P
k
i 〉 - ìîäåëü ñ îäíèì k-ìåñòíûì

ïðåäèêàòîì òàêóþ, ÷òî îñíîâíûå ìíîæåñòâà ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìû ïî i. Èç

ýòèõ ìîäåëåé ïîñòðîèì áîëüøóþ ìîäåëü N = 〈ω, {M1
i }i∈ω, P k〉 ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:
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(1) Mi
∼=c 〈MN

i , PN ¹MN
i
〉 (Mi âû÷èñëèìî âêëàäûâàþòñÿ â N êàê ïîäìîäåëè);

(2) MN
i = {〈i, l〉 | l ∈ ω}, ∪

i∈ω
MN

i = ω.

(3) äîîïðåäåëÿåì ¬P (x, y) äëÿ x ∈ MN
i , y ∈ MN

j (i 6= j).

Íàçîâ�åì ýòó ìîäåëü îáúåäèí�åííîé äëÿ {Mi}i∈ω.

Îòìåòèì äâà ñâîéñòâà îáúåäèí�åííîé ìîäåëè:

(1) ïðåäèêàòû MN
i âû÷èñëèìû;

(2) ìîäåëè Mi îïðåäåëèìû â N.

Â äàëüíåéøåì (�4), ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü N = 〈ω, {M ′
i}i∈ω, P 2〉 � ìîäåëü,

êîòîðàÿ áóäåò 0(n)-ðàçðåøèìîé, è ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.2 áóäåì ïðåîáðàçîâûâàòü

å�å â N′ = 〈ω, {M ′
i}i∈ω, P 4〉, 0(n−1)-ðàçðåøèìóþ ìîäåëü, âûïîëíÿÿ ñëåäóþùåå

òðåáîâàíèå:

ïîäìîäåëü M′
i = 〈M ′

i , P
4 ¹M ′

i
〉 äîëæíà îáðàçîâûâàòü

ìàðêåðîâñêîå ∃∀-ðàñøèðåíèå ìîäåëè Mi.

Çàòåì ìû åù�å (n− 1)-ðàç ïðèìåíèì ýòî ïðåîáðàçîâàíèå è, â èòîãå, ïîëó÷èì

âû÷èñëèìóþ ìîäåëü N∗
n = 〈ω, {M∗

i }i∈ω, P 2n+2〉, â êîòîðîé îãðàíè÷åíèå ïðåäèêà-

òà P ¹M∗
i
áóäåò â òî÷íîñòè ìàðêåðîâñêèì ðàñøèðåíèåì Pi(∃∀)n ïðåäèêàòà Pi.

Ñôîðìóëèðóåì ýòî â âèäå ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü N0 = 〈ω, {M ′
i}i∈ω, P 2〉 - îáúåäèí�åííàÿ äëÿ M0,M1,...,

Mn,... 0(n)-âû÷èñëèìàÿ ìîäåëü òàêàÿ, ÷òî ïðåäèêàò P ñîäåðæèò âû÷èñëèìîå

ïîäìíîæåñòâî S, P \S - áåñêîíå÷íî è äëÿ êàæäîãî i ∈ ω S ñîäåðæèò áåñêîíå÷-

íîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ (〈i, x〉, 〈i, y〉). Òîãäà ñóùåñòâóåò 0(n−1)-âû÷èñëèìàÿ

ìîäåëü N1 = 〈ω, {M ′
i}i∈ω, P 4〉, îáúåäèí�åííàÿ äëÿ M′

0,...,M′
n,... òàêèõ, ÷òî äëÿ

êàæäîãî i ∈ ω âûïîëíåíî

(1) Mi îïðåäåëèìà â M′
i;

(2) åñëè òåîðèÿ ìîäåëè Mi ℵ0-êàòåãîðè÷íà (ℵ1-êàòåãîðè÷íà), òî òàêîâà è

òåîðèÿ ìîäåëè M′
i.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò A:

A(〈l(x), 〈r(x), r(y)〉〉) ⇔ P (x, y)

(ïîìíèì, ÷òî äëÿ l(x) 6= l(y) ¬P (x, y)). Ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.2 ïî 0(n)-âû÷èñëè-

ìîìó ïðåäèêàòó A(m) ïîëó÷àåì 0(n−1)-âû÷èñëèìûé ïðåäèêàò Q(m, a, b), êîòî-

ðûé ÿâëÿåòñÿ åãî îäíîçíà÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì. Ìíîæåñòâî S ïðåîáðàçóåòñÿ ñ

ñîõðàíåíèåì ñâîéñòâ, íåîáõîäèìûõ â ëåììå: ñîäåðæèò äëÿ êàæäîãî i ∈ ω áåñ-

êîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ 〈i, 〈x, y〉〉.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäèêàò Q ÷åòûð�åõìåñòíûé

(
áóäåì ïèñàòü Q(x, y, a, b)

âìåñòî Q(〈l(x), 〈r(x), r(y)〉, a, b)
)
. Ïî Q(x, y, a, b) ñòðîèì ïðåäèêàò R(x, y, a, b) òà-

êîé, ÷òîáû ïîñëå åãî ïîñòðîåíèÿ ìîæíî áûëî âûäåëèòü ìîäåëè M0, . . . , Mn, . . .

ñ èõ ïðåäèêàòàìè. Â ÷�åì íåîáõîäèìîñòü òàêîãî ïåðåõîäà? Åñëè ìû áóäåì ïðî-

ñòî ñòðîèòü Q ïî A, êàê óêàçàíî â ëåììå 2.2, òî ó íàñ íåêîòîðûå ýëåìåíòû

(Q-ñâèäåòåëè a äëÿ s, t, ò.å. òàêèå a, äëÿ êîòîðûõ ∀bQ(s, t, a, b)) ìîãóò íå ïî-

ïàñòü â Mi ïðè îãðàíè÷åíèè ïðåäèêàòà Q íà ýëåìåíòû Mi, òîãäà ìàðêåðîâîñòü

ðàñøèðåíèÿ èñ÷åçàåò. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ ìàðêåðîâîñòè ðàñøèðåíèÿ ìû äîáàâèì

ìíîæåñòâà Xi, ýëåìåíòû êîòîðûõ áóäåì íàçíà÷àòü Q-ñâèäåòåëÿìè, è ýëåìåíòû

m ∈ Yi, êîòîðûå îòâå÷àþò çà ëîæíîñòü: ¬Q(s, t, a, m).

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ïðåäèêàò Q1(x, y, a, b):

Q1(x, y, a, b) ⇔ a = 〈l(x), 3z + 1〉 & Q(x, y, z, b).

ßñíî, ÷òî ôîðìóëû ∃a∀bQ(x, y, a, b) è ∃a∀bQ1(x, y, a, b) ýêâèâàëåíòíû. Êðîìå

òîãî, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé z, ÷òî ∀bQ(x, y, z, b), òî a = 〈l(x), 3z+1〉, âûïîëíÿþ-

ùèé ôîðìóëó ∀bQ1(x, y, a, b), óæå ëåæèò â òîì æå Mi, ÷òî è x (èç îäíîçíà÷íîñòè

ïðåäñòàâëåíèÿ òàêèå z è a åäèíñòâåííû).

Äàëåå, îïðåäåëèì ïðåäèêàò R(x, y, a, b) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

¬R(x, y, a, b) ⇔ (
b =

〈
l(x), 3〈 div(r(a), 3), z 〉+ 2

〉
&

& ¬Q1(x, y, a, z) & (∀t < z) Q1(x, y, a, t)
)
.
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ßñíî, ÷òî ôîðìóëû ∃a∀bR(x, y, a, b) è ∃a∀bQ1(x, y, a, b) ýêâèâàëåíòíû. Ôîð-

ìóëû ∀bR(x, y, a, b) è ∀bQ1(x, y, a, b) òàêæå ýêâèâàëåíòíû. Ïðîñëåäèì âûïîë-

íåíèå óñëîâèé ìàðêåðîâîñòè ðàñøèðåíèé ïðåäèêàòîâ Pi(x, y) ­ ∃a ∈ Mi∀b ∈
Mi R(x, y, a, b), Pi∃(x, y, a) ­ ∀b ∈ MiR(x, y, a, b), Pi∃∀(x, y, a, b) ­ R(x, y, a, b) íà

ýëåìåíòàõ Mi. Ïîëîæèì Yi = {〈i, 3x+2〉 | x ∈ ω} - ýòî ∀-ñïóòíèê P∃, à ìíîæåñòâî

Xi = {〈i, 3x + 1〉 | x ∈ ω} - ∃-ñïóòíèê P .

1∃) Ïóñòü x, y ∈ Mi è Pi∃(x, y, a), òîãäà (∀b ∈ Mi)R(x, y, a, b), ò.å.

(∀b ∈ Mi)
(
b =

〈
l(x), 3〈div(r(a), 3), z〉+ 2

〉 →
(
(∀t < z)Q1(x, y, a, t) → Q1(x, y, a, z)

))
.

Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî a ∈ Xi è Pi(x, y). Åñëè l(x) 6= l(a), òî ¬Q1(x, y, a, t) äëÿ

ëþáûõ t (â òîì ÷èñëå è äëÿ t = 0), çíà÷èò, âçÿâ b =
〈
l(x), 3〈div(r(a), 3), 0〉+ 2

〉
,

ïîëó÷àåì ¬Pi∃(x, y, a), ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò x, y è a ïîïàäàþò â îäíó Mi è, êàê

ìû óæå ïîêàçàëè ðàíåå, a ∈ Xi.

2∃) Ïóñòü a ∈ Xi, a = 〈i, 3z+1〉. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå

x, y òàêèå, ÷òî Pi∃(x, y, a). Èç ëåììû 2.1 è çàìå÷àíèÿ 1 ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ z

ñóùåñòâóþò òàêèå x, y, ÷òî x ∈ Mi &∀bQ(x, y, z, b). Î÷åâèäíî, ÷òî a, x ∈ Mi è

y ∈ Mi, ò.ê. åñëè áû y ëåæàë â íåêîòîðîì äðóãîì Mj, òî ïðåäèêàò P (x, y) áûë

áû ëîæåí. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó

(∀b ∈ Mi)
(

b =
〈
l(x), 3〈z, t〉+ 2

〉 →
(
(∀u < t) Q1(x, y, a, u) → Q1(x, y, a, t)

))
.

Îíà èñòèííà, êîãäà ∀b ∈ MiQ1(x, y, a, b) è, â ñâîþ î÷åðåäü, òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà l(x) = i & ∀bQ(x, y, z, b). Êàê ìû óæå ïîêàçàëè, òàêèå x, y ñóùåñòâóþò.

3∃) Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåðíî Pi(x, y). Òîãäà èç îäíîçíà÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ

Q ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé z òàêîé, ÷òî ∀b ∈ Mi Q(x, y, z, b). Çíà÷èò ñóùåñòâó-

åò åäèíñòâåííûé a = 〈l(x), 3z + 1〉, âûïîëíÿþùèé ∀b ∈ MiQ1(x, y, a, b). Ëåãêî

çàìåòèòü, ÷òî òîëüêî a óäîâëåòâîðÿåò Pi∃(x, y, a).
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1∀) Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Mi,a ∈ Mi ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî

ýëåìåíòà b ∈ Yi òàêîãî, ÷òî ¬Pi∃∀(x, y, a, b). Äîïóñòèì, ÷òî òàêèõ ýëåìåíòîâ äâà

b1, b2 ∈ Yi. Òîãäà

b1 = 〈l(x), 3〈div(r(a), 3), z1〉+ 2〉,

b2 = 〈l(x), 3〈div(r(a), 3), z2〉+ 2〉.

Ïóñòü z1 < z2. Òîãäà, èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäèêàòà R ïîëó÷àåì:

R(x, y, a, b1) → ¬Q1(x, y, a, z1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû:

R(x, y, a, b2) → ∀t < z2 Q1(x, y, a, z2).

Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò òàêèõ b ∈ Yi íå áîëåå îäíîãî.

2∀) Ïóñòü ∀b ∈ MiPi∃∀(x, y, a, b). Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëó÷àåì

Pi∃(x, y, a).

3∀) Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî b ∈ Yi ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé

íàáîð x, y, a ∈ Mi òàêîé, ÷òî ¬Pi∃∀(x, y, a, b). Ïóñòü b = 〈i, 3t + 2〉. Èç çàìå÷àíèÿ

1 ê ëåììå 2.1 ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ïðåäèêàòà Q è ýëåìåíòà b ñóùåñòâóþò òàêèå

n, z, ÷òî ¬Q(n, z, b) (â îáîçíà÷åíèÿõ ëåììû), ïðè÷¼ì l(n) = i. Âîçüì¼ì â êà-

÷åñòâå x = 〈i, lr(n)〉, y = 〈i, rr(n)〉. Òîãäà ïîëó÷àåì èñòèííîñòü ¬Q(x, y, z, b) (â

îáîçíà÷åíèÿõ äàííîãî ïðåäëîæåíèÿ). Áåð�åì a = 〈i, 3z + 1〉.
Äàëåå îïðåäåëÿåì ïðåäèêàò

P 4(x, y, a, b) ⇔ l(x) = l(y) = l(a) = l(b) & R(x, y, a, b).

¤

Îáîáùèì íàøå ïðåäëîæåíèå íà ìîäåëè ñ ïðåäèêàòàìè ìåñòíîñòè 2k, (k > 1).
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Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü N0 = 〈ω, {M ′
i}i∈ω, P 2k〉 - îáúåäèí�åííàÿ äëÿ M0,...,Mn,...

0(n)-âû÷èñëèìàÿ ìîäåëü òàêàÿ, ÷òî ïðåäèêàò P ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå âû-

÷èñëèìîå ïîäìíîæåñòâî S, P \ S - áåñêîíå÷íî è äëÿ êàæäîãî i ∈ ω S ñî-

äåðæèò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ (〈i, x1〉, . . . , 〈i, x2k〉). Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò 0(n−1)-âû÷èñëèìàÿ ìîäåëü N1 = 〈ω, {M ′
i}i∈ω, P 2k+2〉, îáúåäèí�åííàÿ äëÿ

M′
0,...,M′

n,... òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäîãî i ∈ ω âûïîëíåíî

(1) Mi îïðåäåëèìà â M′
i;

(2) åñëè òåîðèÿ ìîäåëè Mi ℵ0-êàòåãîðè÷íà (ℵ1-êàòåãîðè÷íà), òî òàêîâà è

òåîðèÿ ìîäåëè M′
i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò À:

A(〈l(x1), 〈r(x1), . . . , r(x2k)〉〉) ⇔ P (x1, . . . , x2k).

Äàëåå, äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. ¤
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3. Ìíîæåñòâî âû÷èñëèìûõ ℵ0-êàòåãîðè÷íûõ ìîäåëåé

Äëÿ îöåíêè ñâåðõó èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà ìîäåëåé ñ ℵ0-êàòåãîðè÷íûìè òåî-

ðèÿìè ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé ℵ0-êàòåãîðè÷íîñòè.

Òåîðåìà 2 (Ðûëëü-Íàðäçåâñêîãî). Òåîðèÿ T ℵ0-êàòåãîðè÷íà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî n àëãåáðà Ëèíäåíáàóìà3 Bn(T ) = {[ϕ]T | FV (ϕ) =

= {x0, . . . , xn−1}} êîíå÷íà.

Òåîðåìà 3. Èíäåêñíîå ìíîæåñòâî âû÷èñëèìûõ ìîäåëåé ñ ℵ0-êàòåãîðè÷íûìè

òåîðèÿìè ñîäåðæèò Σ0
ω-ïîëíîå ìíîæåñòâî è ëåæèò êëàññå Π0

ω+3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ñâåðõó ìíîæåñòâî C. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ

êðèòåðèåì. Óòâåðæäåíèå êîíå÷íîñòè àëãåáðû Ëèíäåíáàóìà ôîðìóëüíî çàïè-

ñûâàåòñÿ òàê:

∀n∃k∀i∃j 6 k
(
(FV (ϕi) = FV (ϕj) = {x0, . . . , xn−1})(3.1)

→ ϕi ≡T ϕj

)
,

ãäå ϕi � ôîðìóëà ñ ã�åäåëåâñêèì íîìåðîì i, îòíîøåíèå ϕ ≡T ψ îçíà÷àåò âûâî-

äèìîñòü ñåêâåíöèè: T ` (ϕ → ψ)&(ψ → ϕ). Ñàìî ýòî îòíîøåíèå ìîæåò èìåòü

ëþáóþ àðèôìåòè÷åñêóþ ñëîæíîñòü â ïðåäåëàõ Σ0
ω, ò.ê. ïî òåîðåìå Ã�åäåëÿ î

ïîëíîòå, ýêâèâàëåíòíî ïðîâåðêå óñëîâèÿ: M |= ϕ ⇒ M |= ψ, à ϕ, ψ � ýòî íåêî-

òîðûå Σ0
n(Π0

n)-ôîðìóëû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî àëãîðèòìó Òàðñêîãî-Êóðàòîâñêîãî,

ôîðìóëà (3.1) çàäà�åò Π0
ω+3 ìíîæåñòâî.

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà áóäåò ïîñâÿùåíà òîìó ôàêòó, ÷òî íàøå

èíäåêñíîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò Σ0
ω-ïîëíîå ìíîæåñòâî.

Äëÿ ýòîãî íàäî áóäåò ïîñòðîèòü òàêóþ âû÷èñëèìóþ íóìåðàöèþ η = {Mj}j∈ω

âû÷èñëèìûõ ñ÷�åòíî êàòåãîðè÷íûõ è ñ÷�åòíî íåêàòåãîðè÷íûõ ìîäåëåé Mi =

= 〈ω, P 2
i 〉, ê êîòîðîé ìîæíî m-ñâåñòè ëþáîå àðèôìåòè÷åñêîå ìíîæåñòâî. Ìû

áóäåì ñâîäèòü ìíîæåñòâî 0(ω) = {〈m,n〉 | m ∈ 0(n)}, ò.ê. îíî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì

3[ϕ]≡T = {ψ | T ` (ϕ → ψ)&(ψ → ϕ)}

19



s s s s s s s s- - - -
0 1 2 3 4 5 6 7
¾ ¾ ¾ ¾ p p p

Ðèñ. 3.1. Ìîäåëü 2-öèêëîâ

s s s s s- - - - p p p
0 1 2 3 4

Ðèñ. 3.2. Ìîäåëü ñëåäîâàíèÿ

â êëàññå Σ0
ω. Èòàê, íàì íåîáõîäèìî âûïîëíèòü óñëîâèå

m ∈ 0(n) ⇔ m ∈ C.

Ïîñòðîèì ñëåäóþùóþ íóìåðàöèþ âû÷èñëèìûõ ìîäåëåé:

åñëè m ∈ 0(n), òî äåëàåì Mm = A,

åñëè m /∈ 0(n), òî äåëàåì Mm = B.

Ãäå A = {ω, P 2} � ìîäåëü ñîñòîÿùàÿ èç 2-öèêëîâ (ðèñ.3.1),

à B = {ω, P 2} - ìîäåëü ñëåäîâàíèÿ (ðèñ.3.2).

Â ìîäåëè A âûïîëíåíû ôîðìóëû:

(1) ∀x¬P (x, x) (àíòèñèììåòðè÷íîñòü);

(2) ∀x∀yP (x, y) → P (y, x) (ñèììåòðè÷íîñòü);

(3) ∀x∃=1yP (x, y) (êàæäûé ýëåìåíò òîëüêî â îäíîì öèêëå).

À â ìîäåëè B:

(1) ∀x¬P (x, x) (àíòèñèììåòðè÷íîñòü);

(2) ∀x∃=1yP (x, y) (îäíîçíà÷íîñòü);

(3) ∀x∀zP (x, z) → ¬P (z, x) (íåò 2-öèêëîâ).

(4) ∀x∀z∀y(P (x, y)&P (y, z)) → ¬P (z, x) (íåò 3-öèêëîâ).

...

(n+3) ∀x∀z∀y1 . . . ∀yn(P (x, y1)& . . . &P (yn, z)) → ¬P (z, x) (íåò n + 2-öèêëîâ).

...

Ïîêàæåì, ÷òî ìîäåëè A è B îáëàäàþò íóæíûìè íàì ñâîéñòâàìè, òî åñòü:

1) òåîðèÿ Th(A) ñ÷�åòíî êàòåãîðè÷íà.
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Ðèñ. 3.3. Ïðèìåð îáúåäèí�åííîé ìîäåëè

2) òåîðèÿ Th(B) ñ÷�åòíî íåêàòåãîðè÷íà.

1) Âîçüì�åì äðóãóþ ìîäåëü N ýòîé òåîðèè. Â íåé òàêæå áóäóò 2-öèêëû è êàæ-

äûé ýëåìåíò ñâÿçàí òîëüêî ñ îäíèì 2-öèêëîì. Ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíîîäíî-

çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó öèêëàìè, ò.ê. èõ è â A è â N ñ÷�åòíîå êîëè÷åñòâî.

2) Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñóùåñòâóþò ñ÷�åòíûå íåñòàíäàðòíûå

ìîäåëè ýòîé òåîðèè (òèïà ω + ω), à íåñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü íåèçîìîðôíà ñòàí-

äàðòíîé. Òî åñòü òåîðèÿ äîïóñêàåò äâå ñ÷�åòíûõ íåèçîìîðôíûõ ìîäåëè è, ñëå-

äîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷�åòíî êàòåãîðè÷íîé.

Ðàññìîòðèì ìîäåëü N0 = 〈 ∪
i∈ω

Mi | M1
i , P 2〉, îáúåäèí�åííóþ äëÿ {Mi}i∈ω, ãäå

ïðåäèêàò P ñäåëàåì ëîæíûì íà ýëåìåíòàõ x ∈ Mi, y ∈ Mj äëÿ i 6= j. Ýòà

ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçäåëüíîå îáúåäèíåíèå âñåõ ìîäåëåé íóìåðàöèè η,

äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ äîáàâëÿåòñÿ ñâîé ïðåäèêàò (âûäåëÿþùèé ýòó ìîäåëü)

è ïðåäèêàò P , êîòîðûé íà ýëåìåíòàõ Mi ñîâïàäàåò ñ Pi (ïðèìåð íà ðèñ.3.3).

Ýòà ìîäåëü 0(n)-ðàçðåøèìà, ò.ê.

P (x, y) ⇔ ∃i x, y ∈ Mi&Pi(x, y)

⇔ l(x) = l(y) &

&
(
l(x) ∈ 0(n) → ∃t 6 x(x = 2t&y = 2t + 1) ∨ (y = 2t&x = 2t + 1)

)
&

&
(
l(x) /∈ 0(n) → (x + 1 = y)

)
.
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Íàì íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðåäèêàò P ñòàë ðàâíîìåðíî âû÷èñëèì îòíîñèòåëüíî

íóìåðàöèè η. Äëÿ ýòîãî ìû áóäåì ðàñøèðÿòü ìåñòíîñòü ïðåäèêàòà è ïåðåñòðà-

èâàòü åãî, ñîõðàíÿÿ (íå-)êàòåãîðè÷íîñòü ïîäìîäåëåé Mi.

Ïîëîæèì S = {(〈i, 2t〉, 〈i, 2t + 1〉) | t ∈ ω}. Çàìåòèì, ÷òî S ⊂ P . ßñíî, ÷òî S �

áåñêîíå÷íî, âû÷èñëèìî è äëÿ êàæäîãî i ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ

(〈i, 3x + 1〉, 〈i, 3x + 2〉).
Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.1 ñóùåñòâóåò ìîäåëü N1 = 〈ω, {M ′

i}i∈ω, P 4〉, ÷òî:

〈Mi, P
2 ¹Mi

〉∃∀ ∼=c 〈M ′
i , P

4 ¹Mi
〉.

Òî åñòü êàæäàÿ èç M′
i ÿâëÿåòñÿ ∃∀-ðàñøèðåíèåì Mi. Äàëåå ñòðîèì ìîäåëü N2

ñ øåñòèìåñòíûì ïðåäèêàòîì P2, âû÷èñëèìûì ñ 0(n−2) è ò.ä. äî Nn ñ P 2n+2
n ,

êîòîðûé óæå áóäåò âû÷èñëèì è ìîäåëü Nn = N áóäåò âû÷èñëèìîé. Çàòåì,

ìû ðàçâåðí�åì ýòó ìîäåëü â âû÷èñëèìóþ íóìåðàöèþ ξ âû÷èñëèìûõ ìîäåëåé

{M(n)
i }i∈ω, äëÿ êîòîðîé áóäåò âåðíî:

m ∈ 0(n) ⇒ M
(n)
m - ℵ0−êàòåãîðè÷íàÿ ìîäåëü,

m /∈ 0(n) ⇒ M
(n)
m - íå ℵ0−êàòåãîðè÷íàÿ ìîäåëü.

Òàêèì îáðàçîì ìû m-ñâåëè Σ0
ω-ïîëíîå ìíîæåñòâî 0(ω) ê ìíîæåñòâó C. ¤
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4. Ìíîæåñòâî âû÷èñëèìûõ ℵ1-êàòåãîðè÷íûõ ìîäåëåé

Òåîðåìà 4. Èíäåêñíîå ìíîæåñòâî âû÷èñëèìûõ ìîäåëåé ñ ℵ1-êàòåãîðè÷íûèì

ñîäåðæèò Σ0
ω-ïîëíîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îöåíêè ñíèçó èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà ìîäåëåé ñ ℵ1-

êàòåãîðè÷íûìè òåîðèÿìè èñïîëüçóåì òó æå êîíñòðóêöèþ, ÷òî è â ïðåäûäóùåì

ïàðàãðàôå. Ñòðîèì íóìåðàöèþ:

åñëè m ∈ 0(n), òî äåëàåì Mm = A,

åñëè m /∈ 0(n), òî äåëàåì Mm = B.

Çäåñü â êà÷åñòâå A ïîëîæèì ℵ1-êàòåãîðè÷íóþ ìîäåëü, à âìåñòî B - íå ℵ1-

êàòåãîðè÷óþ. Íàïðèìåð, A - ìîäåëü ñëåäîâàíèÿ (ñì. ðèñ.3.2). À ìîäåëü B -

âû÷èñëèìûé ïëîòíûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê. Ìíîæåñòâî S ìîæíî âçÿòü òî æå,

÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3. ¤
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Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå áûëà äàíà òî÷íàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà

âû÷èñëèìûõ êîíå÷íûõ ìîäåëåé, à òàêæå ïðèâåäåíû íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè

ñëîæíîñòè èíäåêñíûõ ìíîæåñòâ âû÷èñëèìûõ ìîäåëåé ñ ℵ0 è ℵ1 êàòåãîðè÷íûìè

òåîðèÿìè. Â êà÷åñòâå ïðîäîëæåíèÿ ðàáîòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âîïðîñû îá

îöåíêå ñëåäóþùèõ èíäåêñíûõ ìíîæåñòâ:

• îäíîðîäíûå ìîäåëè;

• ïðîñòûå ìîäåëè;

• íàñûùåííûå ìîäåëè;

• äîïóñêàþùèå ðàçðåøèìîå ïðåäñòàâëåíèå (äîïóñêàþùèå n-ðàçðåøèìîå

ïðåäñòàâëåíèå);

• àâòîóñòîé÷èâûå ìîäåëè;

• ìîäåëè áåñêîíå÷íîé àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè;

• ìîäåëè êîíå÷íîé àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè;

• ñ òîòàëüíî-òðàíçèòèâíîé (ℵ0-ñòàáèëüíîé) òåîðèåé;

• àâòîóñòîé÷èâûå îòíîñèòåëüíî ∆α-èçîìîðôèçìîâ;

• ìîäåëè, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìîå ñåìåéñòâî Ñêîòòà (∆α-

âû÷èñëèìîå ñåìåéñòâî Ñêîòòà).
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